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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูัน์ทฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

* Corresponding author E-mail: cputtirungroj@gmail.com



การจดัเรียงใหม่เป็นหน่ึงมิติของอนุกรมซ้อนกนัและสตูรลดทอน
Rearrangement to one-dimensional iterated series and reduction formulas 

รัชนัย ไขึ้่แก้ว1 และ ฉัตรชัย พืุ่ฒิรุ่งโรจัน์2*

Rachanai Kaikeaw1 and Chatchai Puttirungroj2*

Received: 13 July 2023 ; Revised: 5 October 2023 ; Accepted: 6 November 2023

บทคดัย่อ 
บทความนี�ศ้กษาเง่�อนไขึ้ที�เพื่ียงพื่อในการจััดเรียงอนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นให้เป็นอนุกรมชั�นเดียวโดยใช้วิธีพื่่�นฐานในการพื่ิสูจัน์ 
และอาศัยเง่�อนไขึ้ดังกล่าวเพื่่�อสร้างสูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

การจดัเรียงใหม่เป็นหน่ึงมิติของอนุกรมซ้อนกนัและสตูรลดทอน 
Rearrangement to one-dimensional of iterated series and reduction formulas  
 
รชันัย ไขแ่กว้1 , ฉตัรชยั พุฒริุ่งโรจน์2* 

Rachanai Kaikeaw1, Chatchai Puttirungroj2* 
 
บทคดัย่อ   
 

บทความนี้ศกึษาเงื่อนไขที่เพยีงพอในการจดัเรยีงอนุกรมซ้อนกนัหลายชัน้ให้เป็นอนุกรมชัน้เดยีว
โดยใชว้ธิพีืน้ฐานในการพสิจูน์ และอาศยัเงือ่นไขดงักล่าวเพือ่สรา้งสตูรลดทอนส าหรบัอนุกรมทีอ่ยู่ในรูป 

  
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( ) ( )
k

t
k k

x x x
x x x f x x x

  

= = =

 + + +    เมื่อ f 0: →  และ  0,1,2t   

โดยใชว้ธิทีางฟังก์ชนัก่อก าเนิด 
 

ค าส าคญั: อนุกรมหลายชัน้; อนุกรมซอ้นกนั; สตูรลดทอน 

 

Abstract    
 

This article investigates the sufficient conditions for the rearrangement of multiple iterated 
series into a single-level series through the utilization of fundamental proof methods. These 
conditions are subsequently applied to establish reduction formulas for series of the form 

 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( ) ( )
k

t
k k

x x x
x x x f x x x

  

= = =

 + + +  , where f 0: →  and  0,1, 2t , 

employing techniques derived from generating functions. 

Keywords: Multiple series; Iterated series; Reduction formula 

 
1 คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัธนบุร ีกรุงเทพมหานคร Email rachanai.k@dru.ac.th 
2 สาขาวชิาศกึษาศาสตร ์มหาวทิยาลยัสุโขทยัธรรมาธริาช นนทบุร ีEmail cputtirungroj@gmail.com 
1 Faculty of Science and Technology, Dhonburi Rajabhat University, Bangkok 
2 School of Educational Studies, Sukhothai Thammathirat Open University, Nonthaburi 
ผูป้ระสานงาน  ฉตัรชยั พุฒริุ่งโรจน์ Email cputtirungroj@gmail.com 

เม่�อ f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}, โดยใช้วิธีทางฟังก์ชันก่อกำาเนิด

ค�าส�าคญั: อนุกรมหลายชั�น, อนุกรมซึ้้อนกัน, สูตรลดทอน

Abstract 
This article investigates the sufficient conditions for the rearrangement of multiple iterated series into  
a single-level series through the utilization of fundamental proof methods. These conditions were subsequently  
applied to establish reduction formulas for a series of the form 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

การจดัเรียงใหม่เป็นหน่ึงมิติของอนุกรมซ้อนกนัและสตูรลดทอน 
Rearrangement to one-dimensional of iterated series and reduction formulas  
 
รชันัย ไขแ่กว้1 , ฉตัรชยั พุฒริุ่งโรจน์2* 

Rachanai Kaikeaw1, Chatchai Puttirungroj2* 
 
บทคดัย่อ   
 

บทความน้ีศกึษาเงื่อนไขที่เพยีงพอในการจดัเรยีงอนุกรมซ้อนกนัหลายชัน้ให้เป็นอนุกรมชัน้เดยีว
โดยใชว้ธิพีืน้ฐานในการพสิจูน์ และอาศยัเงือ่นไขดงักล่าวเพือ่สรา้งสตูรลดทอนส าหรบัอนุกรมทีอ่ยู่ในรูป 

  
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( ) ( )
k

t
k k

x x x
x x x f x x x

  

= = =

 + + +    เมื่อ f 0: →  และ  0,1,2t   

โดยใชว้ธิทีางฟังก์ชนัก่อก าเนิด 
 

ค าส าคญั: อนุกรมหลายชัน้; อนุกรมซอ้นกนั; สตูรลดทอน 

 

Abstract    
 

This article investigates the sufficient conditions for the rearrangement of multiple iterated 
series into a single-level series through the utilization of fundamental proof methods. These 
conditions are subsequently applied to establish reduction formulas for series of the form 

 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( ) ( )
k

t
k k

x x x
x x x f x x x

  

= = =

 + + +  , where f 0: →  and  0,1,2t , 

employing techniques derived from generating functions. 

Keywords: Multiple series; Iterated series; Reduction formula 

 
1 คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัธนบุร ีกรุงเทพมหานคร Email rachanai.k@dru.ac.th 
2 สาขาวชิาศกึษาศาสตร ์มหาวทิยาลยัสุโขทยัธรรมาธริาช นนทบุร ีEmail cputtirungroj@gmail.com 
1 Faculty of Science and Technology, Dhonburi Rajabhat University, Bangkok 
2 School of Educational Studies, Sukhothai Thammathirat Open University, Nonthaburi 
ผูป้ระสานงาน  ฉตัรชยั พุฒริุ่งโรจน์ Email cputtirungroj@gmail.com 

 where   
f : 0→  and t ∈ {0,1,2}, employing techniques derived from generating functions.

Keywords: Multiple series, iterated series, reduction formula

1 คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏธนบุรี กรุงเทพื่มหานคร Email rachanai.k@dru.ac.th
2 สาขึ้าวิชาศ้กษาศาสตร์ มหาวิทยาลัยสุโขึ้ทัยธรรมาธิราช นนทบุรี Email cputtirungroj@gmail.com
1 Faculty of Science and Technology, Dhonburi Rajabhat University, Bangkok
2 School of Educational Studies, Sukhothai Thammathirat Open University, Nonthaburi
* ผู้ประสานงาน ฉัตรชัย พืุ่ฒิรุ่งโรจัน์ Email cputtirungroj@gmail.com

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

377Vol 43. No 4, July-August 2024

 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

อนุกรมทั้ งสองรูปแบบมี

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

377Vol 43. No 4, July-August 2024
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 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
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     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง
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 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  
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Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)
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กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

k - 1

ลู่เข้า โดยที่

 หมายเหตุ ในที่นี้ ก�าหนด (x1x2 • • • xk)
t = 1 เมื่อ  

t = 0 และ x1x2 • • • xk = 0
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

และบทตั้ง 2.2 สามารถ

α

0

0
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

 A(x1,x2, • • • ,xk) ≥ 0 ทุก x1,x2 ,• • • ,xk) ∈          แล้ว ทุกจ�านวน 
จริง  α > 0  จะมีเซตจ�ากัด S ⊆     ซึ่ง

A(x1,x2 ,• • • ,xk) ≥ 0 ทกุ x1,x2, • • • ,xk) ∈ 

α
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

A(x1,x2 ,• • • ,xk+1) ≥ 0 ทุก x1,x2, • • • ,xk+1) ∈
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ
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        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 
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 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 
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 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

x1 ∈ 0

x1 ∈ 0

α

α

α < β

α < β
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 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 

ลู่ออก จะเกิดได้

2 กรณี คือ

A(x1,x2, • • • ,xk+1) ≥ 0 ทุก x1,x2 ,• • • ,xk+1) ∈  
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 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
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การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 
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 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี
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 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 
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ซึ้้�ง

 ดังนั�น 
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 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

379Vol 43. No 4, July-August 2024

 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 
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การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

379Vol 43. No 4, July-August 2024

 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
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 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 

x1 = 0
2.2 จะมี
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น
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 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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2.2 จะได้ว่า ทุกจ�านวนจริง α > 0 จะมีจ�านวนเต็ม N > 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

อสมการข้างต้นเป็นจริงทุกค่า α ซึ่ง

ดังนั้น

เพราะฉะนั้น
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

 เนือ่งจาก An เป็นเซตจ�ากัดท่ีไม่ใช่เซตว่าง ทุก n ∈ 0  

ดังนั้น จะมีฟังก์ชัน 
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

 ให้ I(x1,x2, • • • ,xk) แทน ส่วนจินตภาพ (imaginary 
part) ของ A(x1,x2, • • • ,xk) จะสามารถพสิจูน์ได้ในท�านองเดียวกบั 
(3) ว่า
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�
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  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

R(x1,x2, • • • ,xk)
A(x1,x2, • • • ,xk)
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 
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  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )
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m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z
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= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )
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k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
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0
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m

m

z zm z
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=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3
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k
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z
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0 0

3 1
3 1
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k r m

r m

k m k
z z z
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )
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= 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
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 + + + 

1 2
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
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k
n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n
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 − = 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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( )
k

k
x x x

f x x x
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
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(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
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 − = 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
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n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k
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−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   
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บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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บทพิสูจน์ ก. 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n
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r
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=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
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 +

 − = 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k
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−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า
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b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 
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1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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k
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= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
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=

+ − 
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(4.2) 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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1 2
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( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =
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นัน่คอื 
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k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=
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=  − 
  

(4.2) 

ข. 
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(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 
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1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =
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k
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g x x x f n


= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   
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 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0
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h n


=
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1 2
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h x x x
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1
1

1
k nx x x A

n k
k
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ดงันัน้  
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x x x

f x x x
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บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
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ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
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 ; ทฤษฎีบททวินาม             
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เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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  คือสัมประสิทธิ ์
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ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
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=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
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kx x x   จะเขยีนไดว้่า 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 
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( , ,..., ) ( )
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g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
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: n
n
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(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
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A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
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kx x x   จะเขยีนไดว้่า 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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0 0 0
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f x x x
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 
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n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เน่ื องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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n

n r
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=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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k

k
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นัน่คอื 
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1 2 1 2
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k
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( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
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1
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=
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(4.3) 

ค.
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =
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นัน่คอื 
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( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n
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=
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=  − 
  

(4.2) 

ข. 
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(4.3) 

ค.
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2
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( ) ( )

k
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x x x

x x x f x x x
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(4.4) 
 

 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 
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1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =
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= = =

 + + + 
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
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k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   
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1
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=
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(4.2) 

ข. 
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(4.3) 

ค.
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 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n
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=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
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 +

 − = 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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ส าหรบัทุก 0n  
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บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
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1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 นั�นค่อ

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj382

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
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+

=
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m k

m k

m k
z

k
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+ − 
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m k

k
+ − 
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 เมื่อ 0k m−    
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1
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m

m

m k
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=
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เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2
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1
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x x x A

n k
x x x
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x x x

x x x f x x x
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n k
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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2
1 2

0 ( , ,..., )
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สังเกตว่า 
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2
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k
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x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
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+
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ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
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=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
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k
n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 
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( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
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( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
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k
n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
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k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เน่ื องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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สังเกตว่า 
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2
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x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
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ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =
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1 2

1 2
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( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0
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n n
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 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2
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0 0 0

( , ,..., ) ( )
k
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x x x

g x x x f x x x
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g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
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n
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(0,0,...,0)        ;  0
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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0 0 0

( , ,..., ) ( )
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k k
x x x

g x x x f x x x
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g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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r

b a
=
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 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1
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( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เน่ื องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=
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  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
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ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
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   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =
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1 2
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
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 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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0 0 0

( , ,..., ) ( )
k
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x x x
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= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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n
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
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n
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=

→  โดย 
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(0,0,...,0)        ;  0
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k
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−
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 
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( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n
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→  โดย 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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1 2( , ,..., )kh x x x  
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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n r
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   
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 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 
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1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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k
x x x n

h x x x h n
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k
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= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2
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0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =
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1
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=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 
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1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n
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g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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k

k
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h x x x h n
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 + + + 
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k
n x x x A

g x x x f n


= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
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k



=

+ − 
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(4.4) 
 

 

 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 
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n

h n


=
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n x x x A

h x x x
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g x x f x x


= 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
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+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 
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= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
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k
n x x x A

g x x x f n


= 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
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 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด
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 ดังนั�น 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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 ดังนั�น 
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ดว้ย 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 
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 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 
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อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
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 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
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 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
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 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  
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ดว้ย 
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(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 

References
Beeler, R. A. (2015). How to count: An introduction to 

combinatorics and Its applications. Springer Cham.
Chuan-Chong, C., & Khee-Meng, K. (1992). Principles 

and techniques in combinatorics. World Scientific 
Publishing Company.

Furdui, O., & Trif, T. (2011). On the summation of certain 
iterated series. Journal of Integer Sequence, 14(6), 
Article 11.6.1.

Furdui, O. (2013). Limits, series, and fractional part  
integrals: Problems in mathematical analysis.  
Springer.

Haukkanen, P. (2019). Formal power series in several 
variables. Notes on Number Theory and Discrete 
Math, 25(4), 44-57.

Niven, I. (1969). Formal power series. The American 
Mathematical Monthly, 76(8), 871-889.

Qin, H., & Furdui, O. (2015). Three open problems and a 
conjecture. Open Mathematic Journal, 13(1), 729-736.

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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