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บทคัดย่อ
จุดมุ่งหมำยของกำรศึกษำในครั้งนี้คือกำรให้นิยำมและหำสมบัติของส่วนขั้ววำงนัยทั่วไปใน พีชคณิต-BE จำกนิยำมของส่วนขั้ว

วำงนัยทั่วไปสำมำรถหำควำมสัมพันธ์ที่เกี่ยวข้องกับเซตบนวำงนัยทั่วไป ตัวกรองและไอดีลใน พีชคณิต-BE อีกทั้งยังได้สมบัติ

ที่เกี่ยวข้องกับตัวกรองและไอดีลใน พีชคณิต-BEแจกแจงในตัว

ค�าส�าคัญ : พีชคณิต-BE เซตบนวำงนัยทั่วไป ส่วนขั้ววำงนัยทั่วไป สลับที่ แจกแจงในตัว ตัวกรอง ไอดีล

Abstract
The aim of this paper is to introduce the notion of generalized terminal sections in BE-algebras and investigate their 

properties. Furthermore, these sets are considered in commutative and self distributive BE-algebras. Finally, we 

provide the relationship between self distributive and ideal and the relationship between self distributive and filter.

Keywords : BE-algebra, generalized upper set, generalized terminal section, commutative, self distributive, filter, ideal

บทน�า
ในป 2008 Ahn & So ได้เผยแพร่งำนวิจัยเรื่อง ไอดีลและเซต

บนในพีชคณิต-BE (on ideal and upper set in BE-algebra) 

ซึ่งได้ให้นิยำมของไอดีลและเซตบนใน พีชคณิต-BE และให้

แนวคิดว่ำ เซตบนของสมำชิกใดๆ ในพีชคณิต-BE จะเป็นไอ

ดีลของพีชคณิต-BE และต่อมำในป 2009 พวกเขำได้เผยแพร่

งำนวจิยัเรือ่ง เซตบนวางนยัทัว่ไปในพชีคณติ-BE (on gener-

alized upper sets in BE-algebras) และได้ให้สมบัติเฉพำะ

ของเซตบนวำงนัยทั่วไปท่ีเก่ียวข้องกับไอดีลใน พีชคณิต-BE 

แจกแจงในตัว 

 ในป 2012 Ahn,Kim & Ko ได้เผยแพร่งำนวิจัยเรื่อง 

ตัวกรองในพีชคณิต-BE สลับที่ (filter in commutative BE-

algebras) ซึ่งได้ให้นิยำมของส่วนขั้วของสมำชิกที่อยู ่ใน

พชีคณติ-BEและได้สมบติับำงประกำรของส่วนขัว้ของสมำชกิ

ที่อยู่ในพีชคณิต-BE 

 กำรศึกษำในครั้งนี้เรำจะนิยำมส่วนขั้ววำงนัยท่ัวไป

ในพชีคณติ-BE ขยำยแนวคิดเรือ่งเซตบนวำงนยัทัว่ไป และแสดง

ควำมสัมพนัธ์ทีเ่กีย่วข้องกบัตัวกรองและไอดีลในพชีคณติ-BE 

ความรู้พื้นฐาน
บทนิยาม 1[1] ให้  ไม่เป็นเซตว่ำงและ “ ” เป็นกำรด�ำเนิน

กำรทวิภำคบน  จะเรียก  ว่ำ พีชคณิต-BE (BE-alge-

bra) ถ้ำสอดคล้องเงื่อนไขดังต่อไปนี้

  ส�ำหรับทุก ๆ 

  ส�ำหรับทุก ๆ 

  ส�ำหรับทุก ๆ 

  ส�ำหรับทุก ๆ  

 หมายเหตุ เพื่อควำมสะดวกให้  แทน 

จนกว่ำจะก�ำหนดให้เป็นอย่ำงอื่น
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บทนิยาม 2[1] ให้  เป็น พีชคณิต-BE แล้ว  ก็ต่อเมื่อ 

 ส�ำหรับทุก ๆ 

บทนิยาม 3[1] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อย

ที่ไม่เป็นเซตว่างของ  แล้ว  เป็นตัวกรอง (filter) ของ  ถ้า

 	

 	  ถ้า  และ  แล้ว  ส�ำหรับ 

ทุก ๆ 

บทนิยาม 4[1] ให้  เป็น พีชคณิต-BE จะเรียก  ว่า 

พชีคณติ-BEแจกแจงในตวั (self distributive BE-algebra) ถ้า 

 ส�ำหรับทุก ๆ 

บทนิยาม 5[5] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อย

ที่ไม่เป็นเซตว่างของ  จะเรียก  ว่า พีชคณิตย่อย (subal-

gebra) ของ  ถ้า  ส�ำหรับทุก ๆ 

บทตั้ง 6[5] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นตัวกรองของ 

 แล้ว  เป็นพีชคณิตย่อยของ 

บทนิยาม 7[2] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ  จะเรียก  ว่า ไอดีล (ideal) ของ  ถ้า

	  ส�ำหรับทุก ๆ  และ  แล้ว  

กล่าวคือ 

	  ส�ำหรับทุก ๆ  และ  แล ้ว 

บทตั้ง 8[2] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยของ 

 ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข

	

	  ถ้า  และ  แล้ว  

ส�ำหรับ 

	 จะได้ว่า ถ้า  และ  แล้ว 

บทนิยาม 9[7] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อย

ที่ไม่เป็นเซตว่างของ  จะเรียก  ว่า ตัวกรองมีเงื่อนไข (im-

plicative filter) ของ  ถ้า

	

	  และ  แล้ว  

ส�ำหรับทุก ๆ 

ประพจน์ 10[7] ให้  เป็น พชีคณติ-BE ส�ำหรบัทุก ๆ  ตวักรอง

มีเงื่อนไขจะเป็นตัวกรองของ 

บทนิยาม 11[7] ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อย

ที่ไม่เป็นเซตว่างของ  จะเรียก  ว่า ตัวกรองมีเงื่อนไขบวก 

(positive implicative filter) ของ  ถ้า 

	

	  และ  แล้ว  

ส�ำหรับทุก ๆ 

บทนิยาม 12[3] ให้  เป็น พีชคณิต-BE จะเรียก  ว่า 

พีชคณิต-BE สลับที่ (commutative BE-algebra) ถ้า 

 ส�ำหรับทุก ๆ 

บทนิยาม 13[3] ให้  ไม่เป็นเซตว่างและ “ ” เป็นการด�ำเนิน

การทวิภาคบน  จะเรียก  ว่า พีชคณิตมีเงื่อนไข (impli-

cation algebra) ถ้าสอดคล้องเงื่อนไขดังต่อไปนี้

	

ส�ำหรับทุก ๆ. 

บทนิยาม 14 ให้  เป็นพีชคณิต-BE จะเรียก  ว่า พีชคณิต-

BE สลับที่แจกแจงในตัว ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงใน

ตัวและพีชคณิต-BE สลับที่

บทแทรก 15[8]  เป็นพีชคณิต-BE มีเงื่อนไข ก็ต่อเมื่อ 

 เป็น พีชคณิต-BE สลับที่แจกแจงในตัว

บทนิยาม 16[1] ให้  เป็น พีชคณิต-BE ส�ำหรับทุก ๆ 

 และ  เมื่อ  คือเซตของจ�ำนวนนับ ก�ำหนด

ให้  จะเรยีก  ว่า 

เซตบน (upper set) ของ  และ 

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 16 จะได้ว่า 

บทนยิาม 17[6] ให้  เป็น พชีคณติ-BE ส�ำหรบัทกุ ๆ   

ก�ำหนดให้ 

เราจะเรียก  ว่า ส่วนขั้ว (terminal section) ของ 

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 17 จะได้ว่า 

ผลการด�ำเนินการ
จากการศกึษาเซตบนใน พชีคณิต-BE และส่วนขัว้ใน พชีคณติ-

BE ท�ำให้ได้ความสัมพันธ์ระหว่างเซตบน ส่วนขั้ว ตัวกรอง 

และไอดีลใน พีชคณิต-BE และ พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว

	 ต่อมามกีารขยายแนวคดิของเซตบนเป็นเซตบนวาง

นัยทั่วไป[4] โดยก�ำหนดให้ 

	

	 และในทีน่ีจ้ะขยายแนวคดิของส่วนขัว้เป็นส่วนขัว้วาง

นัยทั่วไป โดยจะนิยามส่วนขั้ววางนัยทั่วไปดังนี้

บทนิยาม 18[4] ให้  เป็น พีชคณิต-BE ส�ำหรับทุก ๆ 

 และ  เมื่อ  คือเซตของจ�ำนวนนับ ก�ำหนด

ให้  จะเรยีก  ว่า 

เซตบนวางนัยทั่วไป (generalized upper set) ของ  และ 

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 18 จะได้ว่า 

บทนิยาม 19 ให้  เป็น พีชคณิต-BE ส�ำหรับทุก ๆ  

และ  เมื่อ  คือเซตของจ�ำนวนนับก�ำหนดให้
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 จะเรยีก  ว่า ส่วนขัว้

วางนัยทั่วไป (generalized terminal section) ของ 

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 19 จะได้ว่า 

ตวัอย่าง 20 ให้  ซึง่มกีารด�ำเนนิการทวภิาค 

“ ” บนเซต  ดังตารางต่อไปนี้

	 จะเห็นได้โดยชัดเจนว่า  เป็น พีชคณิต-BE 

	 ให ้ P(n) แทน  ทุก ๆ  จะได้ 

 เป็นจริง

	 สมมติให้ P(k) เป็นจริง จะได้ว่า 

ดังนั้น 

	 แต่ 

	

	

	

จึงได้ว่า P(k+1) เป็นจริง

นั่นคือ  ทุก ๆ  จะได้ว่า 

แต่ 

ในท�ำนองเดียวกัน สามารถแสดงได้ว่า 

 และ 

ตวัอย่าง 21 ให้  ซึง่มกีารด�ำเนนิการทวภิาค 

“ ” บนเซต   ดังตารางต่อไปนี้

	 จะเห็นได้โดยชัดเจนว่า  เป็น พีชคณิต-BE 

จาก  จะได้ว่า 

กรณี  จะได้ว่า  ดังนั้น 

กรณี  จะได้ว่า  ดังนั้น 

กรณี  จะได้ว่า  ดังนั้น 

กรณี  จะได้ว่า  ดังนั้น 

นั่นคือ 

จาก 

ให้ P(n) แทน  ทุก ๆ 

จะได้ว่า  ดังนั้น P(1) เป็นจริง

สมมติให้ P(k) เป็นจริง นั่นคือ 

จะได้ว่า 

แต่ 

	  

	  

จึงได้ว่า P(k+1) เป็นจริง นั่นคือ  ทุก ๆ  ดัง

นั้น  ในท�ำนองเดียวกันจะได้ว่า 

จะเห็นได้ว่า 

ตวัอย่าง 22 ให้  ซึง่มกีารด�ำเนนิการทวภิาค 

“ ” บนเซต  ดังตารางในตัวอย่าง 20

	 จากตารางจะได้ว่า 
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 และ 

จากตัวอย่าง 20 ทราบว่า ,

 

และ 

พิจารณา  แต่ 

จะได้ว่า 

	  แต่ 

จะได้ว่า 

	  แต่ 

จะได้ว่า 

	  แต่  

จะได้ว่า 

ดังนั้น  ส�ำหรับทุก ๆ 

ทฤษฎีบท 23 ให้  เป็น พีชคณิต-BE ถ้า  แล้ว 

 เมื่อ 

พิสูจน์ สมมติให้  และ  จะได้ว่า 

โดย  และ  ท�ำให้ได้ว่า 

ดังนั้น  นั่นคือ 

ทฤษฎีบท 24 ให้  เป็น พีชคณิต-BE ถ้า  แล้ว 

 เมื่อ 

พิสูจน์	 สมมติให้ 

	 เน่ืองจาก  ส�ำหรับทุก ๆ  

และ 

ดังนั้น 

ต่อไปจะแสดงว่า 

ให้  จะได้ว่า  ส�ำหรบัทกุ ๆ  

ดังนั้น  พิจารณา  จะ

ได้ว่า 

นั่นคือ 

สามารถสรุปได้ว่า 

บทแทรก 25 ให้  เป็น พีชคณิต-BE ถ้า  แล้ว 

 เมื่อ 

พิสูจน์	 สมมติให้ 

พิจารณา 

จากทฤษฎีบท 24 ทราบว่า 

ดังนั้น 

ทฤษฎีบท 26 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  แล้วสมบัติ

ต่อไปนี้สมมูลกัน

ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์	  จาก  จะได้ว่า

  ดังนั้น 

	  ให้  จะได้ 

ดังนั้น 

	  ให้  จะได้  ดังนั้น 

ทฤษฎีบท 27 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ  ถ้า  เป็นตัวกรองของ  แล้ว  

 ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์	 สมมติให้  เป็นตัวกรองของ 

ให้  จะได้ว่า  จาก   โดย

บทตั้ง 6 จะได้ว่า 

เนื่องจาก  โดย  จะได้ว่า 

และจาก  โดย  จะได้ว่า 

ดังนั้น 

ทฤษฎีบท 28 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ  ถ้า  เป็นตัวกรองของ  แล้ว

ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์ สมมติให้  เป็นตัวกรองของ  เริ่มต้นจะแสดงว่า

 

ให้  เนื่องจาก 

ดังนั้น 

นั่นคือ 
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	 ต่อไปเราจะแสดงว่า 

ให้  ดังนั้น  ส�ำหรับบาง   

จะได้ว่า  โดยบทตั้ง 6 จะได้ว่า  

เนือ่งจาก  โดย  จะได้ว่า  

และจาก  โดย  จะได้ว่า  

	 ดังนั้น 

	 สามารถสรุปได้ว่า 

ทฤษฎีบท 29 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ  ถ้า  เป็นตวักรองของ  แล้ว  

ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์ สมมติให้   เป็นตัวกรองของ   ให้  จะได้

ว่า  โดยบทตัง้ 6 จะได้ว่าถ้า  แล้ว 

เนื่องจาก  โดย  จะได้ว่า  

ดังนั้น 

ทฤษฎีบท 30 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ 

ถ้า  เป็นตัวกรองของ  แล้ว

ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์	 สมมติให้  เป็นตัวกรองของ 

เริ่มต้นจะแสดงว่า 

ให้  โดย  จะได้ว่า  ดังนั้น  นั่น

คือ 

เนื่องจาก 

นั่นคือ 

ต่อไปจะแสดงว่า 

เนื่องจาก  ทุก ๆ 

ดังนั้น 

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า 

ทฤษฎีบท 31 ให้  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว ส�ำหรับ

ทกุ ๆ    จะได้ว่า  เป็นตวักรองของ  กต่็อเมือ่ ถ้า 

 และ  แล้ว  ส�ำหรับทุก ๆ 

พิสูจน์  สมมติให้  เป็นตัวกรองของ ,

 และ 

จะแสดงว่า 

เนื่องจาก  และ  ส�ำหรับทุก ๆ 

จะได้ว่า  และ 

พิจารณา	

	

	

ดังนั้น 

	  สมมตใิห้ ถ้า  และ  แล้ว 

ส�ำหรับทุก ๆ  จะแสดงว่า  เป็นตัวกรองของ 

 เนื่องจาก  ดังนั้น  เป็นจริง ให้  

และ  จะได้ว่า  และ  ดัง

นั้น  และ 

โดยสมมติฐานจะได้ว่า  ดังน้ัน  นั่นคือ 

 จึงได้ว่า  เป็นจริง

ดังนั้น  เป็นตัวกรองของ  	  

ทฤษฎีบท 32 ให้  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว จะได้ว่า 

 ก็ต ่อเมื่อ  ส�ำหรับทุก ๆ 

 เมื่อ 

พิสูจน์  สมมติให้  จะได้ว่า 

ให้  จะได้ว่า 

พิจารณา		 	 		   	

				  

จะได้ว่า  ดังนั้น 

และจากทฤษฎีบท 23 จะได้ว่า 

ดังนั้น 

	  สมมติให้ 

เนื่องจาก  ดังนั้น 

นั่นคือ 

ทฤษฎีบท 33 ให้  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว จะได้ว่า

 ก็ต่อเมื่อ  ส�ำหรับทุก ๆ 

เมื่อ 

พิสูจน์	  สมมติให้  จะได้ว่า 

ให้  จะได้ว่า 

พิจารณา	

ดังนั้น  นั่นคือ 
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	  สมมติให้ 

เนื่องจาก  จะได้ว่า  ดัง

นั้น 

ท�ำให้ได้ว่า  นั่นคือ 

บทแทรก 34 ให้  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว จะได้ว่า 

 และ 

กต่็อเม่ือ  ส�ำหรบัทกุ ๆ   เมือ่ 

พิสูจน์  สมมติให้   และ  โดยทฤษฎีบท 

33 จะได้ว่า  และ  ดังนั้น

สรุปได้ว่า 

 สมมติให้ 

โดยทฤษฎีบท 33 จะได้  และ 

นั่นคือ 

ทฤษฎีบท 35 ให้  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว แล้ว 

 เป็นไอดีลของ  ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์.	 ให้  และ  จะได้ว่า 

พิจารณา	

				  

จะได้ว่า  ดังนั้น (I1) เป็นจริง

ให้  และ  จะได้ว่า  

และ 

พิจารณา	

จะได้ว่า  ดังน้ัน (I2) เป็นจริง 

สามารถสรุปได้ว่า  เป็นไอดีลของ 

ทฤษฎีบท 36 ให้  เป็น พีชคณิต-BE และ  เป็นเซตย่อยที่

ไม่เป็นเซตว่างของ  ส�ำหรับทุก ๆ  จะได้ว่า  

สอดคล้องกับเงื่อนไข (I3) และ (I4) ก็ต่อเมื่อ  เป็นตัวกรองมี

เงื่อนไขของ 

พิสูจน์  สมมติให้ (I3) และ (I4) เป็นจริง จะแสดงว่า  

เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ  เนื่องจาก (I3) จะได้ว่า   

ให้  และ  โดย  จะได้ว่า 

 จาก  และ  โดย 

(I4) และ  จะได้ว่า  จาก  

และ  โดย (I4) จะได้ว่า 

	 ดังนั้น  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ 

 สมมติ  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ  จะแสดงว่า (I3) 

และ (I4) เป็นจรงิ ให้  และ  จาก  เป็น

ตัวกรองมีเงื่อนไขของ  โดยบทนิยาม 9 จะได้ว่า  ดังนั้น 

(I3) เป็นจรงิ จาก  เป็นตวักรองมเีงือ่นไขของ  โดยประพจน์ 

10 จะได้ว่า  เป็นตัวกรองของ  โดย  จะได้ว่า 

 โดย (F2) จะได้ว่า 

ดังนั้น (I4) เป็นจริง	  

ทฤษฎีบท 37 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัว แล้ว 

 เป็นตวักรองมเีงือ่นไขของ  ส�ำหรบัทกุ ๆ   

เมื่อ 

พิสจูน์ สมมตใิห้  เป็น พชีคณติ-BE แจกแจงในตวั เนือ่งจาก 

 ดังนั้น  

ให้  และ 

จะได้ว่า  และ 

พิจารณา	

จะได้ว่า 

ดังนั้น  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ  

บทแทรก 38 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัวแล้ว 

 เป็นตัวกรองของ  ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

 

พิสูจน์ โดยทฤษฎีบท 37 และประพจน์ 10 จะได้ว่า  

เป็นตัวกรองของ 

ทฤษฎีบท 39 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัวแล้ว 

 เป็นตวักรองมเีงือ่นไขของ  ส�ำหรับทกุ ๆ   เมือ่ 

พิสูจน์	 โดยบทแทรก 25 จะได้  และ

ทฤษฎีบท 37 ได้ว่า  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ 

ดังนั้น   เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขของ 

บทแทรก 40 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE แจกแจงในตัวแล้ว 

 เป็นตัวกรองของ  ส�ำหรับทุก ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์ โดยทฤษฎีบท 39 และประพจน์ 10 จะได้ว่า 

เป็นตัวกรองของ  					   
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ทฤษฎีบท 41 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE สลับที่แจกแจงในตัว 

แล้ว  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขบวกของ  ส�ำหรับทุก 

ๆ  เมื่อ 

พิสูจน์ สมมติให้  เป็น พีชคณิต-BE สลับที่แจกแจงในตัว 

และให้ 

โดยบทแทรก 15 จะได้ว่า  เป็นพีชคณิตมีเงื่อนไข น่ันคือ 

ให้  และ 

จะได้ 

และ 

พิจารณา 

 

 

	

ดังนั้น 

นั่นคือ  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขบวกของ 

ทฤษฎีบท 42 ถ้า  เป็น พีชคณิต-BE สลับที่แจกแจงในตัว 

แล้ว  เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขบวกของ  ส�ำหรับทุก ๆ 

 เมื่อ 

พิสูจน์ เนื่องจาก  และทฤษฎีบท 41จะได้ 

 เป็นตัวกรองมีเงื่อนไขบวกของ 			 
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