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บทคัดย่อ
บทความฉบับนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาความสัมพันธ์ของพื้นที่วงกลมเก้าจุดกับพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหล่ียมของ 

อาร์คิมีดีสและความสัมพันธ์ของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์กับพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ผลจากการศึกษาพบว่า 

พื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสเท่ากับ 1/4 เท่าของพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสและ

พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์เท่ากับ 1/4 เท่าของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

ค�ำส�ำคัญ : วงกลมเก้าจุด รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์

Abstract
This study reports the relationship between the area of a Nine-Point Circle and the area of the circumscribed circle of 

an Archimedes’ triangle and also the relationship between the area of Euler triangle and the area of an Archimedes’ 

triangle. The results were: the area of a Nine-Point Circle of an Archimedes’ triangle is 1/4 times the area of the  

circumscribed circle of an Archimedes’ triangle and the area of Euler triangle is 1/4 times the area of an Archimedes’ 

triangle. 
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บทน�ำ
วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหล่ียมถูกค้นพบโดย Leonhard 

Euler (1707-1783) ในปี ค.ศ. 1765 และได้ถูกศึกษาเพิ่มเติม

โดย Karl Feuerbach (1800-1834) เป็นวงกลมทีม่เีส้นรอบวง

ลากผ่านจุดเก้าจุด คือจุดก่ึงกลางของด้านของรูปสามเหล่ียม

สามจุด จุดที่เกิดจากเส้นตรงซึ่งลากจากจุดยอดมุมมาตั้งฉาก

กับด้านตรงข้ามของรูปสามเหล่ียมสามจุดและจุดกึ่งกลาง

ระหว่างจดุออร์โทเซนเตอร์ถงึจุดยอดมมุของรปูสามเหล่ียมอกี

สามจุด1, 2

Figure 1 Nine-Point Circle of Triangle
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	 Archimedes (287-212 ปีก่อนครสิต์ศกัราช) ได้สร้าง

เซกเมนต์พาราโบลาอันเป็นอาณาบริเวณซ่ึงถูกปิดล้อมด้วย

โค้งพาราโบลาและคอร์ดทีล่ากเชือ่มจดุสองจดุบนโค้งพาราโบลา 

นั้นอีกทั้งได้ก�ำหนดรูปสามเหล่ียมของอาร์คิมีดีสขึ้นโดยเป็น

รูปสามเหลี่ยมที่มีฐานเป็นคอร์ดของเซกเมนต์พาราโบลาและ

มีด้านสองด้านเป็นเส้นสัมผสัโค้งพาราโบลาทีจ่ดุปลายทัง้สอง

ของคอร์ด9 เรียกชื่อวงกลมซ่ึงมีเส้นรอบวงผ่านจุดทั้งเก้าของ

รปูสามเหลีย่มนีว่้าวงกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Figure 2 Nine-Point Circle of Archimedes’ Triangle

	 รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC มีฐานเป็นคอร์ด 

BC ของเซกเมนต์พาราโบลา โดยที่ด้าน AB และ AC เป็นเส้น

สัมผัสโค้งพาราโบลาที่จุด B และ C (Figure 2.1) วงกลมเก้า

จดุของรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสีคือวงกลมซึง่มเีส้นรอบวง

ผ่านจุด D, L, R, M, E, P, F, N
 
และ Q

 
(Figure 2.2) โดยภาพ

ท่ี 2.3 เป็นการแสดงถึงวงกลมล้อมรอบรูปสามเหล่ียมของ 

อาร์คิมีดีส ABC และรูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ PQR

	 การอยู ่ร ่วมกันของจุดทั้งเก้าบนเส้นรอบวงของ

วงกลมเดยีวกนัได้รบัการพสิจูน์ไว้อย่างน่าสนใจ1, 3, 6, 8 ด้วยเหตุ

ทีว่งกลมเก้าจดุและรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีีสมโีครงสร้างที่

สัมพันธ์กันดังนั้นการศึกษาครั้งนี้จึงมุ่งค้นหาข้อเท็จจริงเกี่ยว

กับสมบัติเชิงพื้นที่ระหว่างวงกลมเก้าจุด วงกลมล้อมรอบรูป

สามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสและรูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ 

ทัง้นีเ้พือ่เป็นการขยายขอบเขตความรูใ้ห้กว้างขวางและลกึซึง้

ยิ่งขึ้น 

วัตถุประสงค์
	 เพื่อศึกษาความสัมพันธ์ของพื้นที่วงกลมเก้าจุดกับ

พื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส และความ

สัมพันธ์ของพื้นท่ีรูปสามเหล่ียมของออยเลอร์กับพื้นที่รูป

สามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส 

วิธีการวิจัย
	 การวจัิยครัง้นีมุ้ง่ศกึษาถึงสมบติัเกีย่วกบัพืน้ทีว่งกลม

เก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส วงกลมล้อมรอบรูป

สามเหลีย่มของอาร์คมิดีีส รปูสามเหลีย่มของออยเลอร์และรูป

สามเหลีย่มของอาร์คิมดีสีโดยศกึษาเชงิเรขาคณติวเิคราะห์ใน

ระบบพิกัดฉาก

พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส
 	 บทนิยาม 1 เซกเมนต์พาราโบลาของอาร์คิมีดีส 

(Archimedes’ Parabolic Segment) หมายถึงอาณาบริเวณที่

ถกูปิดล้อมด้วยโค้งพาราโบลาและคอร์ดทีล่ากเชือ่มจดุสองจดุ

ซึ่งอยู่บนโค้งพาราโบลานั้น

 	 บทนยิาม 2 รปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี (Archime-

des’ Triangle) หมายถึง รูปสามเหลี่ยมที่มีฐานเป็นคอร์ดของ

เซกเมนต์พาราโบลาของอาร์คมิดีสีและมด้ีานสองด้านเป็นเส้น

สัมผัสโค้งพาราโบลาที่จุดปลายทั้งสองของคอร์ด9

	 เซกเมนต์พาราโบลา ABC เกดิจาก เส้นตรง y = mx 

+ c ตัดกับโค้งพาราโบลา y = ax2 ที่จุด B และ C ตามล�ำดับ 

รปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีีส ABC มคีอร์ด BC เป็นฐาน มด้ีาน 

AB และ AC ซึ่งเกิดจากเส้นสัมผัสโค้งพาราโบลาที่จุด B และ 

C ตามล�ำดับลากมาตัดกันที่จุด A 
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Figure 3 Co-ordinate of Archimedes’ Triangle

	 ต้องการหา พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 การหาพิกัดของจุดยอดมุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

เนื่องจาก จุด B และ C เป็นจุดตัดของพาราโบลา  และ เส้นตรง 

	 จะได้ พิกัดของ จุด C คือ	

	 พิกัดของ จุด B คือ	   

 

	 เนื่องจาก เส้นตรง AB และ AC เป็นเส้นสัมผัสกับ พาราโบลา  ที่จุด B และ C

	 ความชันของเส้นสัมผัสโค้งพาราโบลา คือ 

	 ความชันของเส้นตรง AB 	

	 ความชันของเส้นตรง AC 	

 	 ดังนั้น สมการของเส้นตรง AB คือ

	 	 ----------------------- (1)

	 สมการของเส้นตรง AC คือ

	 	 ----------------------- (2)

	 พิกัดจุด A ซึ่งเป็นจุดตัดของเส้นตรง AB และ AC หาได้จาก (1) – (2) ดังนี้
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	 แทนค่า x ใน (1) จะได้

	

	 จะได้ว่า พิกัดของ จุด A คือ 

 	 การหาพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 ให้ Ω แทน พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC สามารถหาพื้นที่ได้จากพิกัดของจุดยอดมุมทั้งสาม ดังนี้

	 จะได้ 	

 

			 

			   = ตารางหน่วย

	 นั่นคือ พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC เท่ากับ  ตารางหน่วย 

	 พืน้ทีว่งกลมล้อมรอบรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิี

ดีส 

 	 บทนยิาม 3 จดุศนูย์กลางวงล้อมของรปูสามเหลีย่ม 

(Circumcenter of Triangle) หมายถึง จุดตัดของเส้นตรงท่ี

แบ่งครึ่งและตั้งฉาก (Perpendicular Bisectors) กับด้านทั้ง

สามของรูปสามเหลี่ยมนั้น4 

	 รปูสามเหลีย่มของอาร์คมีิดสี ABC เกิดจาก เส้นตรง 

y = mx + c ตัด โค้งพาราโบลา y = ax2 ที่จุด B และ C มีคอร์ด 

AB เป็นฐานโดยท่ีด้าน AB และ AC เป็นเส้นสัมผัสโค้ง

พาราโบลาที่จุด B และ C ตัดกันที่จุด A ให้จุด S, U และ V 

เป็นจุดกึ่งกลางของด้าน BC, AC และ AB ตามล�ำดับ
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Figure 4 	 Circumcenter and Radius of Circumcircle of Archimedes’ Triangle

	 ต้องการหา พื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 การหาพิกัดของจุดศูนย์กลางวงล้อมรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 ลากเส้นตัง้ฉากจากจุด V และ U ตดักนัทีจ่ดุ W ซึง่เป็นจดุศูนย์กลางวงล้อมรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี ABC สามารถ

หาพิกัดได้ ดังนี้

	 เนื่องจาก พิกัดของจุด B คือ 	

	 พิกัดของจุด A คือ 		

พิกัดของจุด V ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของด้าน AB หาได้จาก 

	

	 ดังนั้น พิกัดของจุด V คือ 	

 

	 จะได้ ความชันของเส้นตรง AB 

	

	 เพราะว่า เส้นตรง VW ตั้งฉากกับเส้นตรง AB จะได้ ความชันของเส้นตรง VW = 

	 ดังนั้น สมการของเส้นตรง VW คือ
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	 	 --------------- (3)

	 พิกัดของจุด U ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของด้าน AC หาได้จาก 

	 ดังนั้น พิกัดของจุด U คือ 

	 เนื่องจาก พิกัดของจุด C คือ 

	 พิกัดของจุด A คือ 

	 จะได้ ความชันของเส้นตรง AC 

 	 เนื่องจาก เส้นตรง UW ตั้งฉากกับเส้นตรง AC จะได้ ความชันของเส้นตรง UW = 

	 ดังนั้นสมการเส้นตรง UW คือ

	 	  ----------------- (4)

	 พิกัดของจุด W ซึ่งเป็นจุดตัดของเส้นตรง VW และ UW หาได้จาก (3) – (4) 
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	 แทนค่า x ใน (3) จะได้

	

	 จะได้ พิกัดของ จุด W คือ 

	 การหาความยาวของรัศมีวงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 เนื่องจากเส้นตรง AW เป็นรัศมีวงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC ความยาวของรัศมี AW สามารถหา

ได้ ดังนี้

	

	 การหาพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 ให้ G แทน พื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC 

	 	

	 นั่นคือ พื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC เท่ากับ

	

	 จุดออร์โทเซนเตอร์ของรูปสามเหลี่ยม

 	 บทนิยาม 4 จุดออร์โทเซนเตอร์ของรูปสามเหลี่ยม 

(Orthocenter of Triangle) หมายถึง จุดตัดของเส้นตรงที่ลาก

จากจุดยอดมุมมาต้ังฉากกับด้านตรงข้าม (Altitude) ทั้งสาม

ของรูปสามเหลี่ยม4

	 การหาพิกัดของจุดออร์โทเซนเตอร์ของรูป

สามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

	 รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC เกิดจากเส้นตรง 

y = mx + c ตัดโค้งพาราโบลา y = ax2 ที่จุด B และC โดยมี

คอร์ด BC เป็นฐานและจดุ A เป็นจุดยอด ให้จุด O เป็นจดุออร์

โทเซนเตอร์ของรปูสามเหลีย่มท่ีเกดิจากการตดักนัของเส้นตรง 

AD, BE และ CF ซึ่งเป็นเส้นที่ลากจากมุมยอดมาตั้งฉากกับ

ด้าน BC, AC และ AB ที่จุด D, E และ F ตามล�ำดับ

Figure 5 Orthocenter of Archimedes’ Triangle
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	 ต้องการหา พกิดัของจดุออร์โทเซนเตอร์ของรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีีส ABC เนือ่งจาก เส้นตรง AC มคีวามชันเท่ากบั 

	 ดังนั้น ความชันของเส้นตรง BE ซึ่งตั้งฉากกับเส้นตรง AC เท่ากับ 

	 เนื่องจาก พิกัดของ จุด B คือ 

 	 จะได้ สมการของเส้นตรง BE คือ

	 	 -------- (5)

	 เนื่องจาก เส้นตรง AB มีความชันเท่ากับ 

 	 ดังนั้น ความชันของเส้นตรง CF ซึ่งตั้งฉากกับเส้นตรง AB เท่ากับ 

 	 เนื่องจาก พิกัดของจุด C คือ 

 	 จะได้ สมการของเส้นตรง CF คือ

	 	 ------- (6)

	 พิกัดของจุด O ซึ่งเป็นจุดตัดของเส้นตรง BE และ CF หาได้จาก (6) – (5) ดังนี้

	 	

	 แทนค่า x ใน (6) จะได้

	

	 จะได้ พิกัดของจุด O คือ 

	 นั่นคือ พิกัดของจุดออร์โทเซนเตอร์ของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC อยู่ที่  
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	 การหาพิกัดของจุดก่ึงกลางระหว่างจุดออร์โท

เซนเตอร์กับจุดยอดมุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมขอ

งอาร์คิมีดีส

	 เส้นตรง y = mx + c ตัดโค้งพาราโบลา y = ax2 ที่

จุด B และC ท�ำให้เกิดรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC ซึ่ง

มีคอร์ด BC เป็นฐานและมีจุด A เป็นจุดยอด โดยมีจุด O เป็น

จดุออร์โทเซนเตอร์ ให้จุด P, Q และ R เป็นจดุกึง่กลางระหว่าง

เส้นตรง AO, BO และ CO ตามล�ำดับ

Figure 6 	 Mid-point between Orthocenter and Vertex of 

Archimedes’ Triangle

	 ต้องการหา พิกัดจุดกึ่งกลางระหว่างจุดออร์โทเซนเตอรก์ับจุดยอดมุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 เนื่องจาก พิกัดของจุดออร์โทเซนเตอร์ของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC คือ O 

	 พิกัดของจุด P ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด A และ O หาได้จาก 

 

	 ดังนั้น พิกัดของ จุด P คือ  และด้วยวิธีการเช่นเดียวกันจะได้ 

 

	 พิกัดของจุด Q ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด B และ O คือ 

	 พิกัดของจุด R ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด C และ O คือ 

	 นั่นคือ พิกัดของจุดก่ึงกลางระหว่างจุดออร์โทเซนเตอร์กับจุดยอดมุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC  

อยู่ที่  

	

	 วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหล่ียมของอาร์คิมีดี

สกับรูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์

	 บทนยิาม 5 วงกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่ม (Nine-

Point Circle of Triangle) หมายถงึ วงกลมทีม่เีส้นรอบวงลาก

ผ่านจุดก่ึงกลางของด้านทั้งสาม จุดท่ีเกิดจากเส้นตรงซึ่งลาก

จากจุดยอดมุมมาตั้งฉากกับด้านตรงข้ามทั้งสามและจุด

กึ่งกลางระหว่างจุดออร์โทเซนเตอร์กับจุดยอดมุมทั้งสามของ

รูปสามเหลี่ยมที่ก�ำหนดให้
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 	 บทนิยาม 6 วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหล่ียมของ 

อาร์คิมีดีส (Nine-Point Circle of Archimedes’ Triangle) 

หมายถึง วงกลมที่มีเส้นรอบวงลากผ่านจุดกึ่งกลางของด้าน

ทั้งสาม จุดที่เกิดจากเส้นตรงซึ่งลากจากจุดยอดมุมมาตั้งฉาก

กับด้านตรงข้ามท้ังสามและจุดกึ่งกลางระหว่างจุดออร์โท

เซนเตอร์กับจุดยอดมุมท้ังสามของรูปสามเหล่ียมของอาร์คิมี

ดีส

	 บทนิยาม 7 รูปสามเหล่ียมของออยเลอร์ (Euler 

Triangle) หมายถึง รูปสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดมุมอยู่บนจุด

กึ่งกลางระหว่างจุดออร์โทเซนเตอร์กับจุดยอดมุมทั้งสามของ

รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส10

	 พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์

	 วงกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี ABC 

มเีส้นรอบวงผ่านจดุ D, L, R, M, E, P, F, N
 
และ Q

 
ตามล�ำดบั 

ให้รปูสามเหลีย่ม PQR เป็นรปูสามเหลีย่มของออยเลอร์ทีม่จีดุ

ยอดอยู่ที่จุด P, Q และR ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุดออร์โท

เซนเตอร์กับจุดยอดมุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม ABC

Figure 7	Nine-Point Circle of Archimedes’ Triangle and 

Euler Triangle

	 ต้องการหา พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ PQR

	 ให้ δ แทน พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ PQR สามารถหาพื้นที่จากพิกัดของจุดยอดมุมทั้งสามได้ ดังนี้ 

	

	  = ตารางหน่วย 

	 นั่นคือ พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ PQR เท่ากับ  ตารางหน่วย 

	 พืน้ทีว่งกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่มของอาร์คิ

มีดีส

	 การหาพิกัดของจุดศูนย์กลางและรัศมีวงกลม

เก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

	 วงกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี ABC 

มเีส้นรอบวงผ่านจดุ D, L, R, M, E, P, N, F
 
และ Q

 
ตามล�ำดบั 

เมือ่จดุ L, M และ N
 
เป็นจดุกึง่กลางของด้าน BC, AC และ AB 

โดยที่จุด D, E และ F เป็นจุดที่เกิดจากเส้นตรงซึ่งลากจากจุด

ยอดมุมของรูปสามเหลี่ยม ABC มาตั้งฉากกับด้าน BC, AC 

และ AB มีจุด O เป็นจุดออร์โทเซนเตอร์ และให้จุด P, Q และ 

R เป็นจุดกึ่งกลางของระยะ AO, BO และ CO ตามล�ำดับ 

(Figure 8.1)
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(8.1)

(8.2)

(8.3)

Figure 8 Area of Nine-Point Circle of Archimedes’ Triangle

	 ต้องการหา พื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 การหาพิกัดของจุดศูนย์กลางวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

สร้างรูปสามเหลี่ยม PQR แนบในวงกลมเก้าจุด ลากเส้นตั้งฉากจากจุด H และ K ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของด้าน QR และ PR ตาม

ล�ำดับให้ตัดกันที่จุด J (Figure 8.2)

 	 พิกัดของจุด H ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด Q และ R หาได้จาก

	 	

	 ดังนั้น พิกัดของจุด H คือ 



The properties of area of a Nine-Point Circle of an Archimedes’ Triangle 147Vol 37. No 1, January-February 2018

	 ความชันของเส้นตรง QR 

	 เนื่องจาก เส้นตรง HJ ตั้งฉากกับเส้นตรง QR ดังนั้น ความชันของเส้นตรง HJ 

	 จะได้ สมการเส้นตรง HJ คือ  ------------------------ (7)

 	 พิกัดของจุด K ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด P และ R หาได้จาก 

	

	 ดังนั้น พิกัดของจุด K คือ 

	 ความชันของเส้นตรง PR 

	 เนื่องจาก เส้นตรง KJ ตั้งฉากกับเส้นตรง PR 

 	 ดังนั้น ความชันของเส้นตรง KJ 

	 สมการเส้นตรง KJ คือ											         

	 ----------------- (8)
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	 พิกัดของจุด J ซึ่งเป็นจุดตัดของเส้นตรง HJ และ KJ หาได้จาก (7) – (8)

	

	 แทนค่า x ใน (7) จะได้ 

	 ดังนั้น พิกัดของจุดศูนย์กลางวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC อยู่ที่

	

	 การหาความยาวของรัศมีวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 เนื่องจากเส้นตรง PJ เป็นรัศมีวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC (Figure 8.3) ความยาวของรัศมี 

PJ สามารถหาได้ ดังนี้

	

	 การหาพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 ให้ T แทนพื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	

	  ตารางหน่วย

	 นั่นคือ พื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC เท่ากับ

	  ตารางหน่วย

ผลการวิจัย
	 ผลการวิจยัแสดงถงึสมบติัและความสมัพันธ์เกีย่วกบั

พื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหล่ียมของอาร์คิมีดีส พื้นท่ี

วงกลมล้อมรอบรปูสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี พืน้ทีร่ปูสามเหลีย่ม 

ของอาร์คิมีดีสและพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ ดังต่อไปนี้



The properties of area of a Nine-Point Circle of an Archimedes’ Triangle 149Vol 37. No 1, January-February 2018

  

	 (9.1)	 (9.2)

Figure 9  Properties about Area of Nine-Point Circle of Archimedes’ Triangle

	 ความสัมพันธ์ของพื้นที่วงกลมเก้าจุดกับพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

	 พิจารณา Figure 9.1 ให้ T แทน พื้นที่วงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	 G แทน พื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส ABC

	

 	 นั่นคือ พ้ืนท่ีวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสเท่ากับ 1/4 เท่าของพื้นที่วงกลมล้อมรูปสามเหลี่ยมของ 

อาร์คิมีดีส 

	 ความสัมพันธ์ของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์กับพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

 	 พิจารณา Figure 9.2 ให้ 	 δ แทน พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์

 					     Ω แทน พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

					   

	 นั่นคือ พื้นที่รูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์เท่ากับ 1/4 เท่าของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีส

หมายเหตุ

	 ในการวิจัยครั้งนี้ได้แสดงการพิสูจน์เฉพาะกรณีที่ก�ำหนด เส้นตรง y = mx + c และ โค้งพาราโบลา y = ax2 ในกรณีที่ 

m, c และ a มีค่าเป็นบวกเท่านั้น แต่ผลวิจัยนี้มีความครอบคลุมถึงกรณีที่ m, c และ a มีค่าเป็นลบด้วยเช่นกัน
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วิจารณ์และสรุปผล
ผลจากการศกึษาครัง้นีพ้บว่า พืน้ทีว่งกลมเก้าจดุของรปูสามเหลีย่ม 

ของอาร์คิมีดีสเท่ากับ 1/4 เท่าของพ้ืนที่วงกลมล้อมรอบรูป

สามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสซึ่งผลวิจัยดังกล่าวแม้จะยังเป็น

ประเด็นที่ยังไม่พบการอ้างอิงโดยตรงจากนักวิชาการท่านอื่น

มาก่อนแต่ก็อาจเทียบเคียงและกล่าวได้ว่ามีความสอดคล้อง

กับผลสรุปของ Coxeter. and Greitzer.2 และ Hofstadter.7  

ที่ได้อธิบายคุณลักษณะเชิงทฤษฎีของรัศมีของวงกลมเก้าจุด

และรัศมีของวงกลมล้อมรอบรูปสามเหล่ียมในกรณีทั่วไปใน

หนังสือ Geometry Revisited และ From Euler to Ulam 

Discovery and Dissection of aGeometric Gemไว้ว่า รัศมี

ของวงกลมเก้าจุดของรูปสามเหลี่ยมจะยาวเป็น 1/2 เท่าของ

รัศมีของวงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมรูปนั้น จากผลสรุป 

ดังกล่าวจะพบว่าหากน�ำรัศมีของวงกลมมาค�ำนวณเพื่อหา

พืน้ทีข่องวงกลมทัง้สองแล้วกจ็ะพบความจรงิทีต่รงกับผลการ

ศกึษาวจิยัในครัง้นีก้ล่าวคอืพืน้ทีว่งกลมเก้าจดุเท่ากบั 1/4 เท่า

ของพื้นที่วงกลมล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมของอาร์คิมีดีสนั่นเอง 

ส�ำหรับผลวิจัยประเด็นต่อมาซ่ึงพบว่า พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม 

ของออยเลอร์เท่ากบั 1/4 เท่าของพืน้ท่ีรูปสามเหลีย่มของอาร์คมิดีสี 

ข้อค้นพบดังกล่าวถือเป็นผลสรุปใหม่ท่ีเป็นจริงในกรณีเฉพาะ

กับรูปสามเหลี่ยมของออยเลอร์ที่เกิดขึ้นภายใต้โครงสร้าง 

ทีเ่กีย่วข้องกับรูปสามเหลีย่มของอาร์คิมดีสี ถึงแมว่้ายังไมพ่บ

ความสอดคล้องกบัผลการศกึษาของนกัวชิาการอืน่ๆ ก่อนหน้า

นี้แต่ผลวิจัยดังกล่าวก็ได้รับการพิสูจน์ตามกระบวนการทาง

คณิตศาสตร์ดังที่แสดงไว้แล้วในเบื้องต้น
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