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 บทบรรณาธิการ

 ในวารสารฉบับนี� เราได้นำาเสนอผลงานวิจััยที�มีความหลากหลายและล้กซึ้้�งในหลายสาขึ้าวิชาที�มีความสำาคัญ บทความ 
ในฉบบันี�ครอบคลุมทั�งในด้านวิทยาศาสตร์การเกษตร ชวีวทิยา คอมพิื่วเตอร์และสารสนเทศ คณิตศาสตร์ และวิทยาศาสตร์กายภาพื่  
ซึ้้�งล้วนแต่เป็นผลงานวิจััยที�สะท้อนถุ้งความก้าวหน้าและการประยุกต์ใช้ความรู้ในแต่ละสาขึ้า กล่าวค่อ ในสาขึ้าวิทยาศาสตร์
การเกษตร บทความแรกได้ศ้กษาเกี�ยวกับการใช้โยเกิร์ตเป็นสารเสริมสำาหรับพื่่ชหมัก โดยเน้นถุ้งผลกระทบต่อคุณสมบัต ิ
ทางกายภาพื่และเคมีขึ้องหญ้าเนเปียร์หมัก ซึ้้�งสามารถุนำาไปประยุกต์ใช้ในภาคการเกษตรได้อย่างมีประสิทธิภาพื่ บทความ 
ถุัดมาได้นำาเสนอการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งนำ�ายางขึ้้น ซึ้้�งเป็นนวัตกรรมที�มีศักยภาพื่ในการปรับปรุงดิน และสนับสนุน 
การใช้ทรัพื่ยากรอย่างยั�งยน่ ในสาขึ้าชีววทิยา การศก้ษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในปา่ชุม่ช่�นผาดำา จังัหวัดเลย ได้ใหข้ึ้อ้มลู
ที�มีความสำาคัญต่อการอนุรักษ์และการจััดการทรัพื่ยากรธรรมชาติในพื่่�นที�ดังกล่าว

 ในสาขึ้าคอมพื่ิวเตอร์และสารสนเทศ บทความเกี�ยวกับการอนุรักษ์ในรูปแบบดิจัิทัลขึ้องแหล่งซึ้ากด้กดำาบรรพื่์ 
รอยตนีไดโนเสารแ์หง่แรกขึ้องประเทศไทย โดยใช้เทคนคิโฟโตแกรมเมทรสีำาหรบัการสรา้งแบบจัำาลอง 3 มติ ิแสดงถุง้การประยุกต์
ใชเ้ทคโนโลยสีมยัใหมใ่นการอนุรกัษแ์หลง่ทรพัื่ยากรทางประวัตศิาสตร์ ดา้นคณติศาสตร์ บทความที�นำาเสนอเกี�ยวกบัการจัดัเรียง
ใหม่ขึ้องอนุกรมซึ้้อนกันและสูตรลัดทอน แสดงถุ้งความซึ้ับซึ้้อนขึ้องการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ที�สามารถุนำาไปประยุกต์ใช ้
ในงานวิจััยทางทฤษฎีและปฏิบัติได้ สุดท้ายในสาขึ้าวิทยาศาสตร์กายภาพื่ บทความที�กล่าวถุ้งการคำานวณขึ้องตัวแพื่ร่สำาหรับ 
ตัวแกว่งฮาร์มอนิกที�ถุูกควบคุมด้วยสนามไฟฟ้าคงที� โดยใช้วิธีการขึ้องชวิงเงอร์ เป็นการศ้กษาในระดับทฤษฎีที�สำาคัญ และ
บทความเกี�ยวกับชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามและระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร แสดงถุ้งการประยุกต์ใช้
เทคโนโลยีขึ้ั�นสูงในการติดตามและวิเคราะห์สภาพื่อากาศ เพื่่�อส่งเสริมการเกษตรที�มีประสิทธิภาพื่
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แรงบันดาลใจัจัากบทความต่าง ๆ ในการพื่ัฒนางานวิจััยและการประยุกต์ใช้ความรู้ในด้านขึ้องตนเอง

  กองบรรณาธิการ

 บทบรรณาธิการ

 ในวารสารฉบับนี� เราได้นำาเสนอผลงานวิจััยที�มีความหลากหลายและล้กซึ้้�งในหลายสาขึ้าวิชาที�มีความสำาคัญ บทความ 
ในฉบบันี�ครอบคลุมทั�งในด้านวิทยาศาสตร์การเกษตร ชวีวทิยา คอมพิื่วเตอร์และสารสนเทศ คณิตศาสตร์ และวิทยาศาสตร์กายภาพื่  
ซึ้้�งล้วนแต่เป็นผลงานวิจััยที�สะท้อนถุ้งความก้าวหน้าและการประยุกต์ใช้ความรู้ในแต่ละสาขึ้า กล่าวค่อ ในสาขึ้าวิทยาศาสตร์
การเกษตร บทความแรกได้ศ้กษาเกี�ยวกับการใช้โยเกิร์ตเป็นสารเสริมสำาหรับพื่่ชหมัก โดยเน้นถุ้งผลกระทบต่อคุณสมบัต ิ
ทางกายภาพื่และเคมีขึ้องหญ้าเนเปียร์หมัก ซึ้้�งสามารถุนำาไปประยุกต์ใช้ในภาคการเกษตรได้อย่างมีประสิทธิภาพื่ บทความ 
ถุัดมาได้นำาเสนอการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งนำ�ายางขึ้้น ซึ้้�งเป็นนวัตกรรมที�มีศักยภาพื่ในการปรับปรุงดิน และสนับสนุน 
การใช้ทรัพื่ยากรอย่างยั�งยน่ ในสาขึ้าชีววทิยา การศก้ษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในปา่ชุม่ช่�นผาดำา จังัหวัดเลย ได้ใหข้ึ้อ้มลู
ที�มีความสำาคัญต่อการอนุรักษ์และการจััดการทรัพื่ยากรธรรมชาติในพื่่�นที�ดังกล่าว

 ในสาขึ้าคอมพื่ิวเตอร์และสารสนเทศ บทความเกี�ยวกับการอนุรักษ์ในรูปแบบดิจัิทัลขึ้องแหล่งซึ้ากด้กดำาบรรพื่์ 
รอยตนีไดโนเสารแ์หง่แรกขึ้องประเทศไทย โดยใช้เทคนคิโฟโตแกรมเมทรสีำาหรบัการสรา้งแบบจัำาลอง 3 มติ ิแสดงถุง้การประยุกต์
ใชเ้ทคโนโลยสีมยัใหมใ่นการอนุรกัษแ์หลง่ทรพัื่ยากรทางประวัตศิาสตร์ ดา้นคณติศาสตร์ บทความที�นำาเสนอเกี�ยวกบัการจัดัเรียง
ใหม่ขึ้องอนุกรมซึ้้อนกันและสูตรลัดทอน แสดงถุ้งความซึ้ับซึ้้อนขึ้องการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ที�สามารถุนำาไปประยุกต์ใช ้
ในงานวิจััยทางทฤษฎีและปฏิบัติได้ สุดท้ายในสาขึ้าวิทยาศาสตร์กายภาพื่ บทความที�กล่าวถุ้งการคำานวณขึ้องตัวแพื่ร่สำาหรับ 
ตัวแกว่งฮาร์มอนิกที�ถุูกควบคุมด้วยสนามไฟฟ้าคงที� โดยใช้วิธีการขึ้องชวิงเงอร์ เป็นการศ้กษาในระดับทฤษฎีที�สำาคัญ และ
บทความเกี�ยวกับชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามและระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร แสดงถุ้งการประยุกต์ใช้
เทคโนโลยีขึ้ั�นสูงในการติดตามและวิเคราะห์สภาพื่อากาศ เพื่่�อส่งเสริมการเกษตรที�มีประสิทธิภาพื่

 วารสารฉบับนี�ได้รวบรวมผลงานวิจััยที�มีคุณภาพื่สูงในหลายสาขึ้าวิชา หวังว่าผู้อ่านทุกท่านจัะได้รับความรู้และ 
แรงบันดาลใจัจัากบทความต่าง ๆ ในการพื่ัฒนางานวิจััยและการประยุกต์ใช้ความรู้ในด้านขึ้องตนเอง

  กองบรรณาธิการ

ศาสตราจารย์ ดร.อนงค์ฤทธิ์ แข็งแรง

ผู้ช่วยบรรณาธิการ

วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม





สารบญั

Agricultural Science
ผลขึ้องการใช้โยเกิร์ตเป็นสารเสริมต่อลักษณะทางกายภาพื่และองค์ประกอบทางเคมีขึ้องหญ้าเนเปียร์หมัก 339
The effects of yogurt as additive on physical characteristics and chemical compositions of napier grass silage

ปณัท สุขึ้สร้อย และ เจันจัิรา นามี
Panut Sooksoi and Janejira Namee

การผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งนำ�ายางขึ้้นเพื่่�อเป็นวัสดุปรับปรุงดิน 346
Production of compost from concentrated latex sludge as a soil amendment

กัตตินาฏ สกุลสวัสดิพื่ันธ์ และ เต่อนใจั ปิยัง
Kattinat Sagulsawasdipan and Tuanjai Piyang

Biological Science
ความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย 357
Species diversity of plants in Pha Dum community forest, Na Duang district, Loei province

วิไลลักษณ์ สุดวิไล
Wilailux Sudwilai

Computer and Information Science
การอนุรักษ์ในรูปแบบดิจัิทัลขึ้องแหล่งซึ้ากด้กดำาบรรพื่์รอยตีนไดโนเสาร์แห่งแรกขึ้องประเทศไทยโดยใช้เทคนิคโฟโทแกรมเมทรี 

สำาหรับแบบจัำาลอง 3 มิติ  366
Digital conservation of the first dinosaur tracksite of Thailand using photogrammetry for 3D modeling

คงกระพื่ัน ไชยทองศรี และ สุรเวช สุธีธร 
Kongkrapan Chaitongsri and Suravech Suteethorn 

Mathematics
การจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติขึ้องอนุกรมซึ้้อนกันและสูตรลดทอน 376
Rearrangement to one-dimensional iterated series and reduction formulas

รัชนัย ไขึ้่แก้ว และ ฉัตรชัย พืุ่ฒิรุ่งโรจัน์
Rachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj

การจัำาแนกผู้ที�มีความเสี�ยงต่อโรคมะเร็งเต้านมด้วยอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั กรณีศ้กษา: โรงพื่ยาบาลสุทธาเวช  
มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 386

Classification of people at risk for breast cancer using decision tree algorithm, A case study of Suddhavej Hospital,  
Mahasarakham University
ชัยยันต์ สุขึ้หมั�น และ สุภาวดี วิชิตชาญ
Chaiyarn Sukmun and Supawadee Wichitchan

Physical Science
การคำานวณขึ้องตัวแพื่ร่สำาหรับตัวแกว่งกวัดฮาร์มอนิกอย่างง่ายคู่ควบกับสนามไฟฟ้าคงที�ผ่านวิธีการขึ้องชวิงเงอร์ 393
Calculation of the propagator for a simple harmonic oscillator coupled to a constant electric field via Schwinger’s method

ธณษา ชัยธนาปรีชา และ นัฏพื่งษ์ ยงรัมย์ 
Thanasa Chaithanapreecha and Nattapong Yongram

ชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามและระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร 400
Automatic in-field weather stations and smart Met4Agriculture system 

พื่ัชรา เพื่ชรวิโรจัน์ชัย, ธัชนันท์ แดงกนิษฐ์ สิทธิวรนันท์, เกษรินตร์ ห่านประเสริฐ,
วัชรพื่ล ทรัพื่ย์วัฒน์, โกสินทร์ นวลจัุ้ย, ปราโมทย์ สีฆ้้อง, เขึ้มิกา พื่งษ์เมธี และ สมปราชญ์ ศรีถุกล
Patchara Petvirojchai, Touchanun Dangkanit Sitthiworanun, Kesrin Hanprasert, 
Watcharapol Subwat, Kosin Nualjuice, Pramote Seekhong, Khemika Pongmethee
and Somprat Srithagon

การใช้โยเกิร์ตเป็นสารเสริมส�ำหรับพืชหมักต่อลักษณะทางกายภาพและองค์ประกอบทางเคมีของหญ้าเนเปียร์หมัก			   339
The use of yogurt as a silage additive on physical characteristics and chemical compositions of napier grass silage

ปณัท สุขสร้อย และ เจนจิรา นามี
Panut Sooksoi and Janejira Name



ผลของการใช้โยเกิรต์เป็นสารเสริมต่อลกัษณะทางกายภาพและองคป์ระกอบทางเคมีของ
หญ้าเนเปียรห์มกั
The effects of yogurt as additive on physical characteristics and chemical compositions  
of napier grass silage

ปณัท สุขึ้สร้อย1* และ เจันจัิรา นามี1 
Panut Sooksoi1* and Janejira Namee1 

Received: 23 August 2023 ; Revised: 19 October 2023 ; Accepted: 6 November 2023

บทคดัย่อ 
การศึกึษาคร้ �งน้ี้�มีว้ัต้ถุุประสงคเ์พื่่�อศึกึษาลัก้ษณะทางกายภาพื่แลัะองคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์  
โด้ยใช้แ้ผนี้การทด้ลัองแบบสุ�มีสมีบรูณ์ (Completely Randomized Design, CRD) แบ�งออกเป็นี้ 4 กลัุ�มีๆ ลัะ 10 ซ้ำำ�า ได้แ้ก�  
1) เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั 5% (กลัุ�มีควับคมุี) 2) เสรมิีโยเกริต์ 2% 3) เสรมิีโยเกริต์ 3% แลัะ 4) เสรมิีโยเกริต์ 4% ระยะเวัลัาการหมีก้  
21 วัน้ี้ ผลัการทด้ลัองพื่บวั�า ลัก้ษณะทางกายภาพื่ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มีท้�เสรมิีโยเกริต์ 3% มีค้ะแนี้นี้รวัมีลัก้ษณะ 
ทางกายภาพื่เฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 คะแนี้นี้ จัด้้เป็นี้พื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก ส�วันี้กลัุ�มีอ่�นี้ ๆ  มีค้ะแนี้นี้รวัมีลัก้ษณะทางกายภาพื่
ระด้บ้ด้ ้ ซ้ำึ�งเป็นี้ระด้บ้ท้�รองลังมีา ด้า้นี้องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ ได้แ้ก� ควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ  
อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ของทกุกลัุ�มีการทด้ลัอง ไมี�มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) 
แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มีท้�เสรมิีโยเกริต์ทุกกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้ ้
โยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้ 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�าการเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั
เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ 

ค�าส�าคญั: โยเกิร์ต, สารเสริมช่วยหมัก, หญ้าเนเปียร์หมัก, ลักษณะทางกายภาพื่, องค์ประกอบทางเคมี

Abstract 
The purpose of this study was to determine physical characteristics and chemical composition of Napier grass silage 
inoculated with yogurt. The experimental design was a completely randomized design (CRD), divided into 4 groups with 
10 replicates. The treatments were: 1) 5% molasses added (control group), 2) 2% yogurt added, 3) 3% yogurt added 
and 4) 4% yogurt added. The fermentation period was 21 days. The results showed that the physical characteristics 
of the Napier grass silage of the 3% yogurt added group had the highest total score of physical characteristics (22.81 
points), and was classified as a very good silage. The other groups had a good total score of physical characteristics,  
which was at secondary level. The measured chemical compositions of Napier grass silage were moisture, dry  
matter, crude protein, organic matter, ash, NDF and ADF and were not statistically different (P>0.05) in all experimental 
groups. But it was found that the crude fiber of all yogurt formulations was higher than the control group (P<0.05). 
Therefore, using yogurt as silage additive at 3% resulted in Napier grass silage having better physical characteristics 
than using molasses as silage additive.

Keywords: Yogurt, silage additive, napier grass silage, chemical composition, physical characteristic
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The purpose of this study was to determine the physical characteristics and chemical composition of Napier grass silage 
inoculated with yogurt. The experimental design was a completely randomized design (CRD), divided into 4 groups with 
10 replicates. The treatments were 1) 5% molasses added (control group), 2) 2% yogurt added, 3) 3% yogurt added 
and 4) 4% yogurt added. The fermentation period was 21 days. The results showed that the physical characteristics of 
the Napier grass silage with 3% yogurt added had the highest total score (22.81 points). This was classified as a very 
good silage. The other groups had good total scores for physical characteristics, which were at a secondary level. The  
chemical compositions (moisture, dry matter, crude protein, organic matter, ash, NDF and ADF) of Napier grass silage 
were not statistically different among all experimental groups (P>0.05). However, it was found that the crude fiber 
content of all yogurt-added groups was higher than that of the control group (P<0.05). Therefore, using yogurt as  
a silage additive at 3% resulted in Napier grass silage having better physical characteristics than using molasses as 
a silage additive.
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The purpose of this study was to determine physical characteristics and chemical composition of Napier grass silage 
inoculated with yogurt. The experimental design was a completely randomized design (CRD), divided into 4 groups with 
10 replicates. The treatments were: 1) 5% molasses added (control group), 2) 2% yogurt added, 3) 3% yogurt added 
and 4) 4% yogurt added. The fermentation period was 21 days. The results showed that the physical characteristics 
of the Napier grass silage of the 3% yogurt added group had the highest total score of physical characteristics (22.81 
points), and was classified as a very good silage. The other groups had a good total score of physical characteristics,  
which was at secondary level. The measured chemical compositions of Napier grass silage were moisture, dry  
matter, crude protein, organic matter, ash, NDF and ADF and were not statistically different (P>0.05) in all experimental 
groups. But it was found that the crude fiber of all yogurt formulations was higher than the control group (P<0.05). 
Therefore, using yogurt as silage additive at 3% resulted in Napier grass silage having better physical characteristics 
than using molasses as silage additive.
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สภาพื่ไรอ้อกซ้ำเิจันี้ แลัว้ัมีด้้ปากถุุงใหแ้นี้�นี้ นี้ำาไปเกบ็ท้�ร�มี หมีก้
ทิ�งไวัเ้ป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้

 1.6 ทำาการสุ�มีตว้ัอย�างหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้จัากทกุถุุง ๆ  
ลัะ 4 จัดุ้ คอ่ ส�วันี้บนี้ ส�วันี้กลัาง แลัะส�วันี้ลั�างของถุุงหมีก้ เพื่่�อ
นี้ำาไปประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ แลัะวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบ
ทางเคมีต้�อไป

2. การประเมินลกัษณะทางกายภาพของหญ้าเนเปียรห์มกั
 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้�ทำาการเกบ็รวับรวัมีมีาทำาการ
ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ตามีวัธิีก้ารของ กรมีปศึุสต้วั ์ 
(2547) ด้ง้ Table 1 ได้แ้ก� กลัิ�นี้ ถุา้หญ้า้หมีก้มีห้อมีคลัา้ย
กลัิ�นี้ ผลัไมีด้้อง หรอ่นี้ำ�าสม้ีสายช้ ู(12 คะแนี้นี้) ไมี�หอมี มีก้ลัิ�นี้
ฉุนี้เลัก็น้ี้อย (8 คะแนี้นี้) มีก้ลัิ�นี้ฉุนี้มีาก แลัะเหมีน็ี้เลัก็น้ี้อย  
(4 คะแนี้นี้) แลัะ เหมีน็ี้เนี้�า หรอ่มีก้ลัิ�นี้รา (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้เน่ี้�อ
พื่ช่้หมีก้ ถุา้หญ้า้หมีก้มีเ้น่ี้�อพื่ช่้หมีก้ แนี้�นี้มีส้�วันี้ใบแลัะ ลัำาตน้ี้
ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ (4 คะแนี้นี้) แนี้�นี้ ส�วันี้ใบ

แลัะลัำาตน้ี้ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีเ้จัอ่ปนี้ (2 คะแนี้นี้) แนี้�นี้  
ส�วันี้ใบแลัะลัำาตน้ี้เป่�อยยุ�ยมีาก มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ (1 คะแนี้นี้) แลัะ
เป็นี้เมีอ่ก แลัะสกปรกมีาก (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้ส ้ สเ้หลัอ่ง  
อมีเขย้วั หรอ่สก้าก ้(3 คะแนี้นี้) สเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่สเ้ขย้วัเขม้ี  
(2 คะแนี้นี้) สน้ี้ำ�าตาลัทอง (1 คะแนี้นี้) แลัะสน้ี้ำ�าตาลัเขม้ีหรอ่ 
สด้้ำา (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้ pH ถุา้ 3.5-4.2 (6 คะแนี้นี้) 4.4-4.7  
(4 คะแนี้นี้) 4.7-5.1 (2 คะแนี้นี้) >5.1 (0 คะแนี้นี้) เมี่�อคะแนี้นี้
รวัมี 20-25 = ด้ม้ีาก, 15-19 = ด้,้ 6-14 = ปานี้กลัาง แลัะ 0-5 
= ตำ�า ใหค้ะแนี้นี้ตด้้สนิี้โด้ยใช้ป้ระสาทสม้ีผส้ของผูเ้ช้้�ยวัช้าญ้
จัำานี้วันี้ 5 คนี้ ส�วันี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ด้ำาเนิี้นี้การ 
ตามีวัธิีก้ารของ Bal et al., (1997) โด้ยนี้ำาตว้ัอย�างหญ้า้เนี้เป้ยร ์
ท้�หมีก้ไวัต้ามีกลัุ�มีการทด้ลัอง กลัุ�มีลัะ 100 กรม้ี นี้ำาไปป ้ �นี้ในี้ 

โถุป ้ �นี้ (blender jar) ใหล้ัะเอย้ด้ แลัว้ันี้ำาไปวัด้้ควัามีค�าควัามี
เป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ด้ว้ัยเคร่�อง pH meter (pH meter model 
UB-5, Denver Instrument, Germany)

Table 1 Assessment of physical characteristics of silage

physical characteristics

Smell - mild, pleasantly acidic, pickled fruit or sour vinegar smell (12 point)
- not mild, slight odor rancid (8 point)
- odor rancid and slight putrid aroma (4 point)
- musty or mouldy aroma (0 point)

Texture - firm, material not easily rubbed from fibre (4 point)
- firm, with softer material can be separated from fibre, slight slimy (2 point)
- firm, soft tissues easily rubbed from fibre (1 point)
- slimy and grimy (0 point)

Color - light green-yellow or green brown (3 point)
- yellowish green or brown green (2 point)
- brown (1 point)
- brown to black (0 point)

pH - 3.5-4.2 (6 point)
- 4.4-4.7 (4 point)
- 4.7-5.1 (2 point)
- >5.1 (0 point)

Total score - 20-25 = very good quality 
- 15-19 = good quality
- 6-14 = moderate quality
- 0-5 = low quality

Note. From Silage standards (1th ed.) by, Department of Livestock Development, 2004, Printing House of the Agricultural Cooperatives Association 
of Thailand, Copyright ©2004 Department of Livestock Development.
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บทน�า
การทำาพื่ช่้หมีก้เป็นี้วัธิีก้ารเกบ็ถุนี้อมีพื่ช่้อาหารสต้วัท์้�นิี้ยมี
ใช้ก้น้ี้อย�างแพื่ร�หลัาย เป็นี้วัธิีก้ารท้�ช้�วัยเกบ็รก้ษาพื่ช่้อาหาร
สต้วัท์้�มีป้รมิีาณผลัผลัติท้�สงู มีร้ะยะการเจัรญิ้เตบิโตรวัด้เรว็ั  
แลัะคุณค�าทางอาหารท้�เหมีาะสมี โด้ยเฉพื่าะอย�างยิ�งในี้ฤดู้
ฝนี้ท้�มีพ้ื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้ปรมิีาณมีาก แลัะสามีารถุนี้ำามีาทำาพื่ช่้
อาหารสต้วัห์มีก้เกบ็ไวัใ้ช้ใ้นี้ช้�วังท้�พื่ช่้อาหารสต้วัข์าด้แคลันี้โด้ย
เฉพื่าะอย�างยิ�งในี้ฤด้แูลัง้ ซ้ำึ�งในี้การเกบ็ถุนี้อมีพื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้
รปูแบบการหมีก้น้ี้�มีข้อ้ด้ค้อ่ สามีารถุช้�วัยในี้การยด่้ระยะเวัลัา
ในี้การเกบ็รก้ษาได้เ้ป็นี้เวัลัานี้านี้ โด้ยท้�ส�วันี้ประกอบต�าง ๆ 
ของพื่ช่้แลัะคณุค�าทางอาหารของพื่ช่้อาหารสต้วัท์้�นี้ำามีาหมีก้
ไมี�มีก้ารเปลั้�ยนี้แปลัง (กรมีปศึุสต้วั,์ 2560) โด้ยการผลัติพื่ช่้
หมีก้ท้�มีค้ณุภาพื่ด้ม้ีป้จ้ัจัย้หลัายประการเขา้มีาเก้�ยวัขอ้ง เช้�นี้  

ช้นิี้ด้พื่ช่้อาหารสต้วั ์ ขนี้าด้ช้ิ�นี้ส�วันี้พื่ช่้อาหารสต้วั ์ ควัามีช้่�นี้ท้�
เหมีาะสมี (65-70%) แลัะตอ้งมีป้รมิีาณคารโ์บไฮเด้รตท้�ลัะลัาย
ง�าย (water-soluble carbohydrate; WSC) ท้�เพื่ย้งพื่อ (มีากกวั�า 
6%) สำาหรบ้การเจัรญิ้เตบิโตของแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ  
(lactic acid bacteria) เพื่่�อใหแ้บคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิน้ี้�
เปลั้�ยนี้คารโ์บไฮเด้รตท้�ลัะลัายง�ายใหก้ลัายเป็นี้กรด้แลัคตคิ  
มีผ้ลัทำาใหค้�า pH ของพื่ช่้หมีก้ลัด้ลัง เป็นี้ผลัใหก้ารทำางานี้ของ
จัลุันิี้ทรย้ ์เช้�นี้ ยส้ต ์รา แลัะแบคทเ้รย้ ซ้ำึ�งเป็นี้สาเหตุท้�ทำาใหเ้กดิ้
การเนี้�าเสย้ของพื่ช่้หมีก้มีก้ารหยดุ้ทำางานี้ลัง ด้ง้นี้้ �นี้เกษตรกร
ท้�ต้องการทำาพื่ช่้อาหารสต้วั์หมีก้จังึมีก้มีก้ารใช้้สารเสรมิี 
ช้�วัยหมีก้ ท้ �งในี้รปูแบบของการเสรมิีแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ  
เช้�นี้ Lactobacillus plantarum แลัะ Lactobacillus buchneri 
(Kiani et al., 2012) แลัะการเสรมิีแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รตท้�
ลัะลัายได้ง้�าย เช้�นี้ กากนี้ำ�าตาลั เพื่่�อส�งเสรมิีการเจัรญิ้เตบิโต
ของแบคทเ้รย้ท้�สรา้งกรด้แลัคตกิ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้
เสรจ็ัสิ�นี้สมีบูรณ์ได้อ้ย�างรวัด้เรว็ั อก้ท้ �งยง้สามีารถุลัด้การ 
สญู้เสย้โภช้นี้ะของพื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้ระหวั�างกระบวันี้การหมีก้ 
ได้อ้ก้ด้ว้ัย (นี้รสิรา คงสขุ แลัะคณะ, 2563) ซ้ำึ�งกรมีปศึสุต้วั ์(2544)  
ได้แ้นี้ะนี้ำาวั�าพื่ช่้ตระกูลัหญ้้าท้ �วัไปควัรเสรมิีกากนี้ำ�าตาลัในี้
ปรมิีาณ 3-5% โด้ยในี้ปจ้ัจับุน้ี้ได้ม้ีก้ารผลัติสารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ทางการคา้เพื่่�อจัำาหนี้�ายตามีทอ้งตลัาด้ในี้หลัายรปูแบบ ซ้ำึ�ง
มีร้าคาแพื่ง โด้ยเฉพื่าะอย�างยิ�งในี้สถุานี้การณ์การผลัติสต้วั์
เศึรษฐกจิัในี้ปจ้ัจัุบน้ี้ท้�ตน้ี้ทุนี้ค�าอาหารสต้วัม์ีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีสงู
ขึ�นี้อย�างต�อเน่ี้�อง เน่ี้�องจัากประเทศึไทยยง้ตอ้งอาศึย้การนี้ำาเขา้
วัต้ถุุด้บิอาหารสต้วัจ์ัากต�างประเทศึเป็นี้ส�วันี้ใหญ้� (กรมีปศึสุต้วั,์  
2566) ด้ง้นี้้ �นี้การมีองหาสารช้�วัยหมีก้ทางเลัอ่กท้�มีร้าคาถุูก  
แลัะเกษตรกรสามีารถุจัด้้หาได้ง้�าย จังึเป็นี้ทางเลัอ่กท้�นี้�าสนี้ใจั 
ท้�จัะส�งผลัให้เกษตรกรสามีารถุแข�งขน้ี้ในี้ด้้านี้ต้นี้ทุนี้การ
ผลัติได้ ้ โด้ยสารช้�วัยหมีก้ท้�เกษตรกรสามีารถุจัด้้หาได้ง้�าย มี้
จัำาหนี้�ายท้ �วัไปตามีทอ้งตลัาด้ แลัะมีร้าคาถุกู ท้�ผูว้ัจิัย้เลัง็เหน็ี้
คอ่ โยเกริต์ ซ้ำึ�งมีค้ณุสมีบต้ทิ้�มีส้�วันี้ประกอบท้ �งแบคทเ้รย้ท้�ผลัติ

กรด้แลัคตคิ ได้แ้ก� Lactobacillus bulgaricus แลัะ Streptococcus  
thermophilus (Kiani et al., 2012) แลัะแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รต
ท้�ลัะลัายได้ง้�าย ได้แ้ก� นี้ำ�านี้มี จังึเป็นี้ผลัติภณ้ฑ์ท์้�นี้�าจัะมีค้ณุสมีบต้ิ
เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ท้�ด้ใ้นี้การผลัติพื่ช่้อาหารสต้วัห์มีก้ได้ ้ 
ด้ง้นี้้ �นี้วัต้ถุุประสงคข์องการศึกึษาคร้ �งน้ี้�จังึมีข้ ึ�นี้เพื่่�อศึกึษาลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ แลัะองคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
ท้�มีก้ารใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ เพื่่�อสรา้งองคค์วัามีรู้
ด้า้นี้การผลัติพื่ช่้อาหารสต้วัห์มีก้อน้ี้จัะนี้ำาไปสู�การพื่ฒ้นี้าในี้ 
การผลัติสต้วัต์�อไปในี้อนี้าคต

การทดลอง
 วัางแผนี้การทด้ลัองแบบ (Completely Randomized 
Design, CRD) การทด้ลัองแบ�งออกเป็นี้ 4 กลัุ�มีๆ ลัะ 10 ซ้ำำ�า  
ได้แ้ก� หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั 5% (กลัุ�มีควับคมุี), 
หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีโยเกริต์ 2%, หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิี
โยเกริต์ 3% แลัะหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีโยเกริต์ 4% โด้ยมีว้ัธิี้
การศึกึษาด้ง้น้ี้�

1. การเตรียมตวัอย่าง และการหมกัหญ้าเนเปียร์
 1.1 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรอ์าย ุ45 วัน้ี้ ตามีคำาแนี้ะนี้ำาของ
กรมีปศึุสต้วั ์ (2545) ทำาการตด้้ช้ดิ้ด้นิี้ มีาสบ้เป็นี้ช้ิ�นี้ ๆ ด้ว้ัย
เคร่�องสบ้หญ้า้ใหไ้ด้ข้นี้าด้ควัามียาวัประมีาณ 1-2.5 เซ้ำนี้ตเิมีตร 
ตว้ัอย�างลัะ 20 กโิลักรม้ี 

 1.2 เตรย้มีถุุงด้ำาหนี้า ซ้ำอ้นี้กน้ี้สองช้้ �นี้

 1.3 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรส์บ้มีาทำาการบรรจัลุังในี้ถุุง ๆ  ลัะ 
20 กโิลักรม้ี แลัะคลักุเคลัา้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ท้�เตรย้มีไวัใ้หเ้ขา้
กน้ี้ด้ ้ตามีสตูรท้�เตรย้มีไวัม้ี ้4 กลัุ�มีการทด้ลัอง ได้แ้ก�

  กลัุ�มีท้� 1 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีกาก
นี้ำ�าตาลั 1 กโิลักรม้ี (5%)

  กลัุ�มีท้� 2 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
400 กรม้ี (2%)

  กลัุ�มีท้� 3 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
600 กรม้ี (3%)

  กลัุ�มีท้� 4 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
800 กรม้ี (4%)

 โด้ยโยเกริต์ท้�ใช้ใ้นี้การทด้ลัองเป็นี้โยเกริต์ทางการคา้
ซ้ำึ�งสามีารถุจัด้้หาได้ต้ามีรา้นี้สะด้วักซ้ำ่�อ โด้ยมีส้�วันี้ประกอบด้ง้น้ี้� 
นี้ำ�านี้มีโค 85% นี้มีผงขาด้มีน้ี้เนี้ย 1.6% แลัะโปรตน้ี้นี้มีเขม้ีขน้ี้ 
0.09% ผลัติโด้ยใช้เ้ช้่�อแบคทเ้รย้ Lactobacillus bulgaricus แลัะ 
Streptococcus thermophilus

 1.5 หลัง้จัากทำาการบรรจัหุญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้�คลักุเคลัา้
กบ้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ครบทกุสตูรท้�กำาหนี้ด้ไวัแ้ลัว้ั ทำาการด้ดู้
อากาศึท้�เหลัอ่อยู�ในี้ถุุงออกโด้ยใช้เ้คร่�องด้ดู้อากาศึ เพื่่�อใหม้ี้
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สภาพื่ไรอ้อกซ้ำเิจันี้ แลัว้ัมีด้้ปากถุุงใหแ้นี้�นี้ นี้ำาไปเกบ็ท้�ร�มี หมีก้
ทิ�งไวัเ้ป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้

 1.6 ทำาการสุ�มีตว้ัอย�างหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้จัากทกุถุุง ๆ  
ลัะ 4 จัดุ้ คอ่ ส�วันี้บนี้ ส�วันี้กลัาง แลัะส�วันี้ลั�างของถุุงหมีก้ เพื่่�อ
นี้ำาไปประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ แลัะวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบ
ทางเคมีต้�อไป

2. การประเมินลกัษณะทางกายภาพของหญ้าเนเปียรห์มกั
 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้�ทำาการเกบ็รวับรวัมีมีาทำาการ
ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ตามีวัธิีก้ารของ กรมีปศึุสต้วั ์ 
(2547) ด้ง้ Table 1 ได้แ้ก� กลัิ�นี้ ถุา้หญ้า้หมีก้มีห้อมีคลัา้ย
กลัิ�นี้ ผลัไมีด้้อง หรอ่นี้ำ�าสม้ีสายช้ ู(12 คะแนี้นี้) ไมี�หอมี มีก้ลัิ�นี้
ฉุนี้เลัก็น้ี้อย (8 คะแนี้นี้) มีก้ลัิ�นี้ฉุนี้มีาก แลัะเหมีน็ี้เลัก็น้ี้อย  
(4 คะแนี้นี้) แลัะ เหมีน็ี้เนี้�า หรอ่มีก้ลัิ�นี้รา (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้เน่ี้�อ
พื่ช่้หมีก้ ถุา้หญ้า้หมีก้มีเ้น่ี้�อพื่ช่้หมีก้ แนี้�นี้มีส้�วันี้ใบแลัะ ลัำาตน้ี้
ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ (4 คะแนี้นี้) แนี้�นี้ ส�วันี้ใบ

แลัะลัำาตน้ี้ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีเ้จัอ่ปนี้ (2 คะแนี้นี้) แนี้�นี้  
ส�วันี้ใบแลัะลัำาตน้ี้เป่�อยยุ�ยมีาก มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ (1 คะแนี้นี้) แลัะ
เป็นี้เมีอ่ก แลัะสกปรกมีาก (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้ส ้ สเ้หลัอ่ง  
อมีเขย้วั หรอ่สก้าก ้(3 คะแนี้นี้) สเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่สเ้ขย้วัเขม้ี  
(2 คะแนี้นี้) สน้ี้ำ�าตาลัทอง (1 คะแนี้นี้) แลัะสน้ี้ำ�าตาลัเขม้ีหรอ่ 
สด้้ำา (0 คะแนี้นี้) ด้า้นี้ pH ถุา้ 3.5-4.2 (6 คะแนี้นี้) 4.4-4.7  
(4 คะแนี้นี้) 4.7-5.1 (2 คะแนี้นี้) >5.1 (0 คะแนี้นี้) เมี่�อคะแนี้นี้
รวัมี 20-25 = ด้ม้ีาก, 15-19 = ด้,้ 6-14 = ปานี้กลัาง แลัะ 0-5 
= ตำ�า ใหค้ะแนี้นี้ตด้้สนิี้โด้ยใช้ป้ระสาทสม้ีผส้ของผูเ้ช้้�ยวัช้าญ้
จัำานี้วันี้ 5 คนี้ ส�วันี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ด้ำาเนิี้นี้การ 
ตามีวัธิีก้ารของ Bal et al., (1997) โด้ยนี้ำาตว้ัอย�างหญ้า้เนี้เป้ยร ์
ท้�หมีก้ไวัต้ามีกลัุ�มีการทด้ลัอง กลัุ�มีลัะ 100 กรม้ี นี้ำาไปป ้ �นี้ในี้ 

โถุป ้ �นี้ (blender jar) ใหล้ัะเอย้ด้ แลัว้ันี้ำาไปวัด้้ควัามีค�าควัามี
เป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ด้ว้ัยเคร่�อง pH meter (pH meter model 
UB-5, Denver Instrument, Germany)

Table 1 Assessment of physical characteristics of silage

physical characteristics

Smell - mild, pleasantly acidic, pickled fruit or sour vinegar smell (12 point)
- not mild, slight odor rancid (8 point)
- odor rancid and slight putrid aroma (4 point)
- musty or mouldy aroma (0 point)

Texture - firm, material not easily rubbed from fibre (4 point)
- firm, with softer material can be separated from fibre, slight slimy (2 point)
- firm, soft tissues easily rubbed from fibre (1 point)
- slimy and grimy (0 point)

Color - light green-yellow or green brown (3 point)
- yellowish green or brown green (2 point)
- brown (1 point)
- brown to black (0 point)

pH - 3.5-4.2 (6 point)
- 4.4-4.7 (4 point)
- 4.7-5.1 (2 point)
- >5.1 (0 point)

Total score - 20-25 = very good quality 
- 15-19 = good quality
- 6-14 = moderate quality
- 0-5 = low quality

Note. From Silage standards (1th ed.) by, Department of Livestock Development, 2004, Printing House of the Agricultural Cooperatives Association 
of Thailand, Copyright ©2004 Department of Livestock Development.
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การทำาพื่ช่้หมีก้เป็นี้วัธิีก้ารเกบ็ถุนี้อมีพื่ช่้อาหารสต้วัท์้�นิี้ยมี
ใช้ก้น้ี้อย�างแพื่ร�หลัาย เป็นี้วัธิีก้ารท้�ช้�วัยเกบ็รก้ษาพื่ช่้อาหาร
สต้วัท์้�มีป้รมิีาณผลัผลัติท้�สงู มีร้ะยะการเจัรญิ้เตบิโตรวัด้เรว็ั  
แลัะคุณค�าทางอาหารท้�เหมีาะสมี โด้ยเฉพื่าะอย�างยิ�งในี้ฤดู้
ฝนี้ท้�มีพ้ื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้ปรมิีาณมีาก แลัะสามีารถุนี้ำามีาทำาพื่ช่้
อาหารสต้วัห์มีก้เกบ็ไวัใ้ช้ใ้นี้ช้�วังท้�พื่ช่้อาหารสต้วัข์าด้แคลันี้โด้ย
เฉพื่าะอย�างยิ�งในี้ฤด้แูลัง้ ซ้ำึ�งในี้การเกบ็ถุนี้อมีพื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้
รปูแบบการหมีก้น้ี้�มีข้อ้ด้ค้อ่ สามีารถุช้�วัยในี้การยด่้ระยะเวัลัา
ในี้การเกบ็รก้ษาได้เ้ป็นี้เวัลัานี้านี้ โด้ยท้�ส�วันี้ประกอบต�าง ๆ 
ของพื่ช่้แลัะคณุค�าทางอาหารของพื่ช่้อาหารสต้วัท์้�นี้ำามีาหมีก้
ไมี�มีก้ารเปลั้�ยนี้แปลัง (กรมีปศึุสต้วั,์ 2560) โด้ยการผลัติพื่ช่้
หมีก้ท้�มีค้ณุภาพื่ด้ม้ีป้จ้ัจัย้หลัายประการเขา้มีาเก้�ยวัขอ้ง เช้�นี้  

ช้นิี้ด้พื่ช่้อาหารสต้วั ์ ขนี้าด้ช้ิ�นี้ส�วันี้พื่ช่้อาหารสต้วั ์ ควัามีช้่�นี้ท้�
เหมีาะสมี (65-70%) แลัะตอ้งมีป้รมิีาณคารโ์บไฮเด้รตท้�ลัะลัาย
ง�าย (water-soluble carbohydrate; WSC) ท้�เพื่ย้งพื่อ (มีากกวั�า 
6%) สำาหรบ้การเจัรญิ้เตบิโตของแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ  
(lactic acid bacteria) เพื่่�อใหแ้บคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิน้ี้�
เปลั้�ยนี้คารโ์บไฮเด้รตท้�ลัะลัายง�ายใหก้ลัายเป็นี้กรด้แลัคตคิ  
มีผ้ลัทำาใหค้�า pH ของพื่ช่้หมีก้ลัด้ลัง เป็นี้ผลัใหก้ารทำางานี้ของ
จัลุันิี้ทรย้ ์เช้�นี้ ยส้ต ์รา แลัะแบคทเ้รย้ ซ้ำึ�งเป็นี้สาเหตุท้�ทำาใหเ้กดิ้
การเนี้�าเสย้ของพื่ช่้หมีก้มีก้ารหยดุ้ทำางานี้ลัง ด้ง้นี้้ �นี้เกษตรกร
ท้�ต้องการทำาพื่ช่้อาหารสต้วั์หมีก้จังึมีก้มีก้ารใช้้สารเสรมิี 
ช้�วัยหมีก้ ท้ �งในี้รปูแบบของการเสรมิีแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ  
เช้�นี้ Lactobacillus plantarum แลัะ Lactobacillus buchneri 
(Kiani et al., 2012) แลัะการเสรมิีแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รตท้�
ลัะลัายได้ง้�าย เช้�นี้ กากนี้ำ�าตาลั เพื่่�อส�งเสรมิีการเจัรญิ้เตบิโต
ของแบคทเ้รย้ท้�สรา้งกรด้แลัคตกิ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้
เสรจ็ัสิ�นี้สมีบูรณ์ได้อ้ย�างรวัด้เรว็ั อก้ท้ �งยง้สามีารถุลัด้การ 
สญู้เสย้โภช้นี้ะของพื่ช่้อาหารสต้วัใ์นี้ระหวั�างกระบวันี้การหมีก้ 
ได้อ้ก้ด้ว้ัย (นี้รสิรา คงสขุ แลัะคณะ, 2563) ซ้ำึ�งกรมีปศึสุต้วั ์(2544)  
ได้แ้นี้ะนี้ำาวั�าพื่ช่้ตระกูลัหญ้้าท้ �วัไปควัรเสรมิีกากนี้ำ�าตาลัในี้
ปรมิีาณ 3-5% โด้ยในี้ปจ้ัจับุน้ี้ได้ม้ีก้ารผลัติสารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ทางการคา้เพื่่�อจัำาหนี้�ายตามีทอ้งตลัาด้ในี้หลัายรปูแบบ ซ้ำึ�ง
มีร้าคาแพื่ง โด้ยเฉพื่าะอย�างยิ�งในี้สถุานี้การณ์การผลัติสต้วั์
เศึรษฐกจิัในี้ปจ้ัจัุบน้ี้ท้�ตน้ี้ทุนี้ค�าอาหารสต้วัม์ีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีสงู
ขึ�นี้อย�างต�อเน่ี้�อง เน่ี้�องจัากประเทศึไทยยง้ตอ้งอาศึย้การนี้ำาเขา้
วัต้ถุุด้บิอาหารสต้วัจ์ัากต�างประเทศึเป็นี้ส�วันี้ใหญ้� (กรมีปศึสุต้วั,์  
2566) ด้ง้นี้้ �นี้การมีองหาสารช้�วัยหมีก้ทางเลัอ่กท้�มีร้าคาถุูก  
แลัะเกษตรกรสามีารถุจัด้้หาได้ง้�าย จังึเป็นี้ทางเลัอ่กท้�นี้�าสนี้ใจั 
ท้�จัะส�งผลัให้เกษตรกรสามีารถุแข�งขน้ี้ในี้ด้้านี้ต้นี้ทุนี้การ
ผลัติได้ ้ โด้ยสารช้�วัยหมีก้ท้�เกษตรกรสามีารถุจัด้้หาได้ง้�าย มี้
จัำาหนี้�ายท้ �วัไปตามีทอ้งตลัาด้ แลัะมีร้าคาถุกู ท้�ผูว้ัจิัย้เลัง็เหน็ี้
คอ่ โยเกริต์ ซ้ำึ�งมีค้ณุสมีบต้ทิ้�มีส้�วันี้ประกอบท้ �งแบคทเ้รย้ท้�ผลัติ

กรด้แลัคตคิ ได้แ้ก� Lactobacillus bulgaricus แลัะ Streptococcus  
thermophilus (Kiani et al., 2012) แลัะแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รต
ท้�ลัะลัายได้ง้�าย ได้แ้ก� นี้ำ�านี้มี จังึเป็นี้ผลัติภณ้ฑ์ท์้�นี้�าจัะมีค้ณุสมีบต้ิ
เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ท้�ด้ใ้นี้การผลัติพื่ช่้อาหารสต้วัห์มีก้ได้ ้ 
ด้ง้นี้้ �นี้วัต้ถุุประสงคข์องการศึกึษาคร้ �งน้ี้�จังึมีข้ ึ�นี้เพื่่�อศึกึษาลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ แลัะองคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
ท้�มีก้ารใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ เพื่่�อสรา้งองคค์วัามีรู้
ด้า้นี้การผลัติพื่ช่้อาหารสต้วัห์มีก้อน้ี้จัะนี้ำาไปสู�การพื่ฒ้นี้าในี้ 
การผลัติสต้วัต์�อไปในี้อนี้าคต

การทดลอง
 วัางแผนี้การทด้ลัองแบบ (Completely Randomized 
Design, CRD) การทด้ลัองแบ�งออกเป็นี้ 4 กลัุ�มีๆ ลัะ 10 ซ้ำำ�า  
ได้แ้ก� หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั 5% (กลัุ�มีควับคมุี), 
หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีโยเกริต์ 2%, หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิี
โยเกริต์ 3% แลัะหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้เสรมิีโยเกริต์ 4% โด้ยมีว้ัธิี้
การศึกึษาด้ง้น้ี้�

1. การเตรียมตวัอย่าง และการหมกัหญ้าเนเปียร์
 1.1 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรอ์าย ุ45 วัน้ี้ ตามีคำาแนี้ะนี้ำาของ
กรมีปศึุสต้วั ์ (2545) ทำาการตด้้ช้ดิ้ด้นิี้ มีาสบ้เป็นี้ช้ิ�นี้ ๆ ด้ว้ัย
เคร่�องสบ้หญ้า้ใหไ้ด้ข้นี้าด้ควัามียาวัประมีาณ 1-2.5 เซ้ำนี้ตเิมีตร 
ตว้ัอย�างลัะ 20 กโิลักรม้ี 

 1.2 เตรย้มีถุุงด้ำาหนี้า ซ้ำอ้นี้กน้ี้สองช้้ �นี้

 1.3 นี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรส์บ้มีาทำาการบรรจัลุังในี้ถุุง ๆ  ลัะ 
20 กโิลักรม้ี แลัะคลักุเคลัา้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ท้�เตรย้มีไวัใ้หเ้ขา้
กน้ี้ด้ ้ตามีสตูรท้�เตรย้มีไวัม้ี ้4 กลัุ�มีการทด้ลัอง ได้แ้ก�

  กลัุ�มีท้� 1 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีกาก
นี้ำ�าตาลั 1 กโิลักรม้ี (5%)

  กลัุ�มีท้� 2 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
400 กรม้ี (2%)

  กลัุ�มีท้� 3 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
600 กรม้ี (3%)

  กลัุ�มีท้� 4 หญ้า้เนี้เป้ยร ์20 กโิลักรม้ี เสรมิีโยเกริต์ 
800 กรม้ี (4%)

 โด้ยโยเกริต์ท้�ใช้ใ้นี้การทด้ลัองเป็นี้โยเกริต์ทางการคา้
ซ้ำึ�งสามีารถุจัด้้หาได้ต้ามีรา้นี้สะด้วักซ้ำ่�อ โด้ยมีส้�วันี้ประกอบด้ง้น้ี้� 
นี้ำ�านี้มีโค 85% นี้มีผงขาด้มีน้ี้เนี้ย 1.6% แลัะโปรตน้ี้นี้มีเขม้ีขน้ี้ 
0.09% ผลัติโด้ยใช้เ้ช้่�อแบคทเ้รย้ Lactobacillus bulgaricus แลัะ 
Streptococcus thermophilus

 1.5 หลัง้จัากทำาการบรรจัหุญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้�คลักุเคลัา้
กบ้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ครบทกุสตูรท้�กำาหนี้ด้ไวัแ้ลัว้ั ทำาการด้ดู้
อากาศึท้�เหลัอ่อยู�ในี้ถุุงออกโด้ยใช้เ้คร่�องด้ดู้อากาศึ เพื่่�อใหม้ี้
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  ผลัจัากการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ต�อลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ ได้แ้ก� กลัิ�นี้ เน่ี้�อสม้ีผส้ ส ้แลัะค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง 
(pH) ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ พื่บวั�าลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้ของ
กลัิ�นี้ของทกุกลัุ�มีการทด้ลัอง ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ 
ทางสถุติ ิ(P>0.05) เป็นี้ไปในี้ทศิึทางเด้ย้วักน้ี้กบ้รายงานี้ของ  
Kiani et al., (2012) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้ 
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้
ปรมิีาณ 5% เปรย้บเทย้บกบ้กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิี
ช้�วัยหมีก้ ทำาการประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้ ตามี
วัธิีก้ารของ Nikpourtehrani et al., (1987) พื่บวั�ากลัุ�มีท้�ใช้ ้
โยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 12.8 ในี้ขณะท้�กลัุ�มีควับคมุี
ท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 12.7 จัากระด้บ้คะแนี้นี้
ประเมีนิี้เตม็ี 14 ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ
(P>0.05) ซ้ำึ�งระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ด้ง้กลั�าวัเป็นี้ลัก้ษณะของกลัิ�นี้
คลัา้ยกลัิ�นี้ผลัไมีด้้อง บ�งบอกถุงึลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้
ท้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ ในี้ส�วันี้ของลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้ 
พื่บวั�า ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) 
โด้ยหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ในี้ทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีล้ัก้ษณะส�วันี้ใบ 
แลัะลัำาตน้ี้ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะ
ท้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้พื่ฒ้นี้า
อาหารสต้วั ์กรมีปศุึสต้วั ์(กรมีปศุึสต้วั,์ 2547) สอด้คลัอ้งกบ้ผลั
การศึกึษาของ Kiani et al., (2012) ท้�พื่บวั�าการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ไมี�มีผ้ลัต�อลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้ (P>0.05) เมี่�อเปรย้บเทย้บกบ้
กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้ โด้ยมีร้ะด้บ้คะแนี้นี้
ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.2 
แลัะ 3.1 ตามีลัำาด้บ้ จัากระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้เตม็ี 4 ในี้ส�วันี้
ของลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้ส ้ พื่บวั�ากลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริต์เป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สใ้นี้ลัก้ษณะของ
สเ้หลัอ่งอมีเขย้วัหรอ่สก้าก ้ ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ของ
สท้้�ด้ท้้�สุด้ของพื่ช่้หมีก้ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้
พื่ฒ้นี้าอาหารสต้วั ์กรมีปศึุสต้วั ์(กรมีปศึุสต้วั,์ 2547) ในี้ขณะ
ท้�กลัุ�มีควับคุมีท้�ใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ โด้ยมี้
ระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สเ้ฉลั้�ยตำ�าท้�สดุ้
 มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) โด้ย
มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สเ้ป็นี้สเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่เขย้วั
เขม้ี ซ้ำึ�งอยู�ในี้ระด้บ้ท้�รองลังมีา ในี้ส�วันี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง  
(pH) ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีค้�าเฉลั้�ยอยู�ท้� 3.72-3.91 ซ้ำึ�ง
เป็นี้ค�าระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ของพื่ช่้หมีก้ท้�ด้ท้้�สุด้
ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้พื่ฒ้นี้าอาหารสต้วั ์กรมี
ปศึุสต้วั ์(กรมีปศึุสต้วั,์ 2547) ท้�กำาหนี้ด้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง  
(pH) ไวัท้้� 3.5-4.2 สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ Paulus et al., 

(2020) ท้�ได้ก้ำาหนี้ด้ระด้บ้คณุภาพื่พื่ช่้หมีก้จัากค�าระด้บ้ควัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างไวัด้้ง้น้ี้� ค�า pH ระด้บ้ 3.0-4.2 อยู�ในี้ระด้บ้ด้ม้ีาก 
ค�า pH ระด้บ้ 4.2-4.5 อยู�ในี้ระด้บ้ด้ ้แลัะ ค�า pH ระด้บ้ 4.5-4.8 
อยู�ในี้ระด้บ้ปานี้กลัาง สอด้คลัอ้งกบ้ขอ้มีลูัสนี้บ้สนุี้นี้จัาก Sibel 
et al., (2022) ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัย
หมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้ปรมิีาณ 2%, 4%, 
6% 8% แลัะ 10% เปรย้บเทย้บกบ้กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ พื่บวั�าทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีค้�าควัามีเป็นี้ 
กรด้-ด้�าง (pH) เฉลั้�ยท้� 3.51-3.63 ซ้ำึ�งเป็นี้ค�าระด้บ้ท้�ด้ท้้�สดุ้ 
ของพื่ช่้หมีก้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ ซ้ำึ�งเป็นี้ไปในี้ทศิึทางเด้ย้วักบ้รายงานี้
จัากบญุ้ส�ง แลัะคณะ (2555) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาคณุภาพื่การหมีก้
ของหญ้า้เนี้เป้ยรย์ก้ษห์มีก้ โด้ยใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัย
หมีก้ในี้ปรมิีาณ 6% ท้�ระยะเวัลัาในี้การหมีก้ 1 เด้อ่นี้พื่บวั�ามีค้�า
ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) เฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.96 ซ้ำึ�งเป็นี้ค�าระด้บ้ 
ท้�ด้ท้้�สดุ้ของพื่ช่้หมีก้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ นี้อกจัากน้ี้�ผลัจัากการทด้ลัอง
ยง้พื่บวั�าค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) จัะสงูขึ�นี้ตามีปรมิีาณการ
เสรมิีโยเกริต์ (P<0.05) เน่ี้�องจัากโยเกริต์มีส้�วันี้ประกอบท้ �ง
แบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ ได้แ้ก� Lactobacillus bulgaricus  
แลัะ Streptococcus thermophilus แลัะแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รต
ท้�ลัะลัายได้ง้�าย ได้แ้ก� นี้ำ�านี้มี ซ้ำึ�งช้�วัยเร�งปฏิกิริยิาการหมีก้ทำาให้
ค�า pH ลัด้ลังได้เ้รว็ั ทำาใหก้ารทำางานี้ของจัลุันิี้ทรย้ห์ยดุ้ลังก�อนี้
อย�างรวัด้เรว็ั ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลัเพื่ย้งอย�างเด้ย้วั
ไมี�มีก้ารเสรมิีแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิค�า pH จัะลัด้ลังช้า้กวั�า
 จังึอาจัเป็นี้ผลัใหม้ีค้�า pH ท้�ตำ�ากวั�า สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ  
ปฏิภิาณ แลัะเสาวัลัก้ษณ์ (2562) ท้�ได้ศ้ึกึษาผลัของการเสรมิี
แบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิ ต�อคณุค�าทางโภช้นี้ะของเปลัอ่กแลัะ
ซ้ำง้ขา้วัโพื่ด้ร�วัมีกบ้หญ้า้เนี้เป้ยรป์ากช้�อง 1 ท้�ระยะหมีก้ 28 วัน้ี้  
พื่บวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิมีค้�า pH สงูกวั�า
กลัุ�มีท้�ไมี�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิ อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทาง
สถุติ ิ(P<0.05) มีค้�าเท�ากบ้ 4.44 แลัะ 4.27 ตามีลัำาด้บ้ แลัะในี้
ขณะเด้ย้วักน้ี้กลัุ�มีท้�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิมีป้รมิีาณ
ค�าเฉลั้�ยกรด้แลัคตกิสงูกวั�ากลัุ�มีท้�ไมี�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้
แลัคตกิอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) มีค้�าเท�ากบ้ 3.74 
แลัะ 2.88% ของวัต้ถุุแหง้ ตามีลัำาด้บ้ ซ้ำึ�งบ�งช้้�วั�าในี้กระบวันี้การ
หมีก้แบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิสามีารถุผลัติกรด้แลัคตกิได้ ้
ในี้ปรมิีาณมีากกวั�าแลัะรวัด้เรว็ักวั�าจังึส�งผลัใหท้ำาใหก้ารทำางานี้
ของจัลุันิี้ทรย้ห์ยดุ้ลังก�อนี้อย�างรวัด้เรว็ั

2. องคป์ระกอบทางเคมีของหญ้าเนเปียรห์มกั
 องคป์ระกอบทางเคมีข้องพื่ช่้หมีก้ของทุกกลัุ�มีการ
ทด้ลัองภายหลัง้จัากการหมีก้เป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้ เมี่�อทำาการเปิด้
ถุุงหมีก้ พื่บวั�าปรมิีาณควัามีช้่�นี้ (Moisture) วัต้ถุุแหง้ (DM) 
อนิี้ทรย้วัต้ถุุ (OM) เถุา้ (Ash) แลัะโปรตน้ี้หยาบ (CP) ของ
หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ไมี�มีค้วัามีแตกต�างทางสถุติ ิ(P>0.05) ด้า้นี้
ปรมิีาณเย่�อใยหยาบ (CF) พื่บวั�ากลัุ�มีของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ 
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3. การวิเคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมี
 ทำาการวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมีข้องพื่ช่้หมีก้ 
โด้ยนี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้แต�ลัะกลัุ�มีการทด้ลัองมีาอบในี้ตูอ้บลัมี
รอ้นี้ท้�อุณหภมูี ิ60 องศึาเซ้ำลัเซ้ำย้ส เป็นี้เวัลัา 2 วัน้ี้ เมี่�อตว้ัอย�าง
แหง้นี้ำามีาช้้ �งนี้ำ�าหนี้ก้แลัว้ับด้ผ�านี้ตะแกรงขนี้าด้ 1 มีลิัลัเิมีตร 
แลัะทำาการวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมีด้้ว้ัยวัธิี ้ Proximate 
analysis ตามีวัธิีก้ารของ AOAC (1996) ได้แ้ก� วัต้ถุุแหง้ (dry 
matter) โปรตน้ี้หยาบ (crude protein) เถุา้ (ash) แลัะเย่�อใย
หยาบ (crude fiber) แลัะวัธิี ้Detergent method ตามีวัธิีก้าร
ของ Goering and Van Soest (1970) ได้แ้ก� เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์
(NDF) แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส (ADF)

4. การวิเคราะหท์างสถิติ
 นี้ำาขอ้มีลูัของตว้ัอย�างท้�ได้ม้ีาวัเิคราะหท์างสถุติโิด้ย
วัธิีว้ัเิคราะหค์วัามีแปรปรวันี้ในี้แผนี้การทด้ลัองแบบสุ�มีสมีบรูณ์  
แลัะวัเิคราะหค์วัามีแตกต�างของค�าเฉลั้�ยโด้ยวัธิี ้ Duncan’s  
New Multiple Range Test ท้�ระด้บ้ควัามีเช้่�อมี้ �นี้ 95%  
(P<0.05) ด้ว้ัยโปรแกรมี IBM SPSS Statistics 26.0

ผลการทดลองและอภิปรายผล

1. ลกัษณะทางกายภาพของหญ้าเนเปียรห์มกั
 การประเมีนิี้คณุภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ด้า้นี้
กลัิ�นี้ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองภายหลัง้
จัากการหมีก้เป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้ เมี่�อทำาการเปิด้ถุุงหมีก้ พื่บวั�า 
ไมี�มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้ทางสถุติ ิ (P>0.05) โด้ยมีล้ัก้ษณะ 
กลัิ�นี้หอมีคลัา้ยผลัไมีด้้องหรอ่นี้ำ�าสม้ีสายช้ ูซ้ำึ�งกลัิ�นี้ด้ง้กลั�าวัเป็นี้ 
กลัิ�นี้ท้�ด้ข้องพื่ช่้อาหารสต้วั์หมีก้ แต�กลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริ์ตเป็นี้ 
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ 3% มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้การประเมีนิี้คุณภาพื่ 
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ด้า้นี้กลัิ�นี้สงูท้�สดุ้ (12 คะแนี้นี้) ด้า้นี้
เน่ี้�อสม้ีผส้ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�าไมี�มีค้วัามี
แตกต�างกน้ี้ทางสถุติ ิ (P>0.05) โด้ยกลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สาร
เสรมิีช้�วัยหมีก้ 3% มีก้ารยบุตว้ัลังเลัก็น้ี้อย แต�ยง้คงมีล้ัก้ษณะ
แนี้�นี้ ส�วันี้ใบ แลัะลัำาตน้ี้ยง้คงเป็นี้สภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ 

ส�วันี้กลัุ�มีท้�เหลัอ่ ได้แ้ก�กลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั 5% เสรมิีโยเกริต์  
2% แลัะเสรมิีโยเกริต์ 4% มีก้ารยบุตว้ัลังเลัก็น้ี้อย มีล้ัก้ษณะ
แนี้�นี้ ส�วันี้ลัำาตน้ี้เป่�อยยุ�ยเลัก็น้ี้อย ลั่�นี้เป็นี้เมีอ่ก ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะ
ด้ง้กลั�าวัเป็นี้คุณภาพื่ท้�รองลังมีา ด้า้นี้ลัก้ษณะสข้องพื่ช่้หมีก้ 
ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�ามีค้วัามีแตกต�างกน้ี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ 
(P<0.01) โด้ยลัก้ษณะของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มีท้�เสรมิี
กากนี้ำ�าตาลั 5% จัะมีล้ัก้ษณะสน้ี้ำ�าตาลัทอง มีค้ะแนี้นี้เฉลั้�ย 
ตำ�าท้�สดุ้เท�ากบ้ 1.00 จัด้้เป็นี้ลัก้ษณะของสพ้ื่ช่้อาหารหมีก้ท้�ไมี�ด้ ้ 
ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% แลัะ 4% มีล้ัก้ษณะสเ้หลัอ่ง
อมีเขย้วั หรอ่สก้าก ้คะแนี้นี้เฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 2.66 แลัะ 3.00 
ตามีลัำาด้บ้ จัด้้เป็นี้ลัก้ษณะของสท้้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ ส�วันี้ลัก้ษณะ
สข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% จัะมี้
ลัก้ษณะสเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่เขย้วัเขม้ี คะแนี้นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 
2.00 ตามีลัำาด้บ้ ซ้ำึ�งลัก้ษณะสด้้ง้กลั�าวัจัด้้เป็นี้คณุภาพื่ท้�รองลังมีา 
ด้า้นี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ของการใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�ามีค้วัามีแตกต�างอย�างมี้
นี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ(P<0.01) โด้ยหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มี 
ท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% มีค้�าเฉลั้�ยตำ�าท้�สุด้เท�ากบ้ 3.72  
บ�งบอกได้ว้ั�าเป็นี้ระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�างท้�ด้ข้องพื่ช่้อาหารหมีก้ 
ส�วันี้กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% โยเกริต์ 3% แลัะโยเกริต์ 4% 
มีค้�าเป็นี้กรด้-ด้�างเฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.88 3.81 แลัะ 3.91 (ตามีลัำาด้บ้)  
สงูกวั�าหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% แต�
กย็ง้เป็นี้ระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�างท้�ด้ท้้�สดุ้ของพื่ช่้อาหารหมีก้
เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ ด้า้นี้คะแนี้นี้รวัมีของลัก้ษณะทางกายภาพื่ของ
พื่ช่้หมีก้ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองพื่บวั�าไมี�มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้
ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% มีค้ะแนี้นี้
รวัมีเฉลั้�ยเท�ากบ้ 22.81 จัด้้เป็นี้คะแนี้นี้รวัมีของลัก้ษณะทาง
กายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก ในี้ขณะท้� กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัย
กากนี้ำ�าตาลั 5% กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% แลัะกลัุ�มีท้�เสรมิี
ด้ว้ัยโยเกริต์ 4% มีค้ะแนี้นี้รวัมีเฉลั้�ยเท�ากบ้ 16.05 19.88 แลัะ  
19.25 จัด้้เป็นี้คะแนี้นี้รวัมีลัก้ษณะทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้
ระด้บ้ด้ ้ซ้ำึ�งเป็นี้ระด้บ้ท้�รองลังมีา (Table 2)

Table 2 Physical characteristics of Napier grass silage

Physical characteristics molasses 5% yogurt 2% yogurt 3% yogurt 4% P-Value %CV

Smell 8.00 10.66 12.00 9.33 0.33 25.82

Texture 3.33 3.33 4.00 3.33 0.80 28.57

Color 1.00a 2.00b 2.66c 3.00c 0.00 13.27

pH 3.72a 3.88bc 3.81b 3.91c 0.00 1.17

Total score 16.05 19.88 22.81 19.25 0.23 18.62
a-c Means within the same row with different superscripts differ significantly (P<0.05).
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  ผลัจัากการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ต�อลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ ได้แ้ก� กลัิ�นี้ เน่ี้�อสม้ีผส้ ส ้แลัะค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง 
(pH) ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ พื่บวั�าลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้ของ
กลัิ�นี้ของทกุกลัุ�มีการทด้ลัอง ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ 
ทางสถุติ ิ(P>0.05) เป็นี้ไปในี้ทศิึทางเด้ย้วักน้ี้กบ้รายงานี้ของ  
Kiani et al., (2012) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้ 
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้
ปรมิีาณ 5% เปรย้บเทย้บกบ้กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิี
ช้�วัยหมีก้ ทำาการประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้ ตามี
วัธิีก้ารของ Nikpourtehrani et al., (1987) พื่บวั�ากลัุ�มีท้�ใช้ ้
โยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 12.8 ในี้ขณะท้�กลัุ�มีควับคมุี
ท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 12.7 จัากระด้บ้คะแนี้นี้
ประเมีนิี้เตม็ี 14 ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ
(P>0.05) ซ้ำึ�งระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ด้ง้กลั�าวัเป็นี้ลัก้ษณะของกลัิ�นี้
คลัา้ยกลัิ�นี้ผลัไมีด้้อง บ�งบอกถุงึลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้กลัิ�นี้
ท้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ ในี้ส�วันี้ของลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้ 
พื่บวั�า ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) 
โด้ยหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ในี้ทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีล้ัก้ษณะส�วันี้ใบ 
แลัะลัำาตน้ี้ท้�ยง้คงสภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะ
ท้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้พื่ฒ้นี้า
อาหารสต้วั ์กรมีปศุึสต้วั ์(กรมีปศุึสต้วั,์ 2547) สอด้คลัอ้งกบ้ผลั
การศึกึษาของ Kiani et al., (2012) ท้�พื่บวั�าการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ไมี�มีผ้ลัต�อลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้ (P>0.05) เมี่�อเปรย้บเทย้บกบ้
กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้ โด้ยมีร้ะด้บ้คะแนี้นี้
ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้เน่ี้�อสม้ีผส้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.2 
แลัะ 3.1 ตามีลัำาด้บ้ จัากระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้เตม็ี 4 ในี้ส�วันี้
ของลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้ส ้ พื่บวั�ากลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริต์เป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สใ้นี้ลัก้ษณะของ
สเ้หลัอ่งอมีเขย้วัหรอ่สก้าก ้ ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ของ
สท้้�ด้ท้้�สุด้ของพื่ช่้หมีก้ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้
พื่ฒ้นี้าอาหารสต้วั ์กรมีปศึุสต้วั ์(กรมีปศึุสต้วั,์ 2547) ในี้ขณะ
ท้�กลัุ�มีควับคุมีท้�ใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ โด้ยมี้
ระด้บ้คะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สเ้ฉลั้�ยตำ�าท้�สดุ้
 มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) โด้ย
มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้า้นี้สเ้ป็นี้สเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่เขย้วั
เขม้ี ซ้ำึ�งอยู�ในี้ระด้บ้ท้�รองลังมีา ในี้ส�วันี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง  
(pH) ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีค้�าเฉลั้�ยอยู�ท้� 3.72-3.91 ซ้ำึ�ง
เป็นี้ค�าระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ของพื่ช่้หมีก้ท้�ด้ท้้�สุด้
ตามีเกณฑ์ก์ารประเมีนิี้จัากสำานี้ก้งานี้พื่ฒ้นี้าอาหารสต้วั ์กรมี
ปศึุสต้วั ์(กรมีปศึุสต้วั,์ 2547) ท้�กำาหนี้ด้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง  
(pH) ไวัท้้� 3.5-4.2 สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ Paulus et al., 

(2020) ท้�ได้ก้ำาหนี้ด้ระด้บ้คณุภาพื่พื่ช่้หมีก้จัากค�าระด้บ้ควัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างไวัด้้ง้น้ี้� ค�า pH ระด้บ้ 3.0-4.2 อยู�ในี้ระด้บ้ด้ม้ีาก 
ค�า pH ระด้บ้ 4.2-4.5 อยู�ในี้ระด้บ้ด้ ้แลัะ ค�า pH ระด้บ้ 4.5-4.8 
อยู�ในี้ระด้บ้ปานี้กลัาง สอด้คลัอ้งกบ้ขอ้มีลูัสนี้บ้สนุี้นี้จัาก Sibel 
et al., (2022) ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัย
หมีก้ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้ปรมิีาณ 2%, 4%, 
6% 8% แลัะ 10% เปรย้บเทย้บกบ้กลัุ�มีควับคมุีท้�ไมี�มีก้ารใช้้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ พื่บวั�าทุกกลัุ�มีการทด้ลัองมีค้�าควัามีเป็นี้ 
กรด้-ด้�าง (pH) เฉลั้�ยท้� 3.51-3.63 ซ้ำึ�งเป็นี้ค�าระด้บ้ท้�ด้ท้้�สดุ้ 
ของพื่ช่้หมีก้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ ซ้ำึ�งเป็นี้ไปในี้ทศิึทางเด้ย้วักบ้รายงานี้
จัากบญุ้ส�ง แลัะคณะ (2555) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาคณุภาพื่การหมีก้
ของหญ้า้เนี้เป้ยรย์ก้ษห์มีก้ โด้ยใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัย
หมีก้ในี้ปรมิีาณ 6% ท้�ระยะเวัลัาในี้การหมีก้ 1 เด้อ่นี้พื่บวั�ามีค้�า
ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) เฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.96 ซ้ำึ�งเป็นี้ค�าระด้บ้ 
ท้�ด้ท้้�สดุ้ของพื่ช่้หมีก้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ นี้อกจัากน้ี้�ผลัจัากการทด้ลัอง
ยง้พื่บวั�าค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) จัะสงูขึ�นี้ตามีปรมิีาณการ
เสรมิีโยเกริต์ (P<0.05) เน่ี้�องจัากโยเกริต์มีส้�วันี้ประกอบท้ �ง
แบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิ ได้แ้ก� Lactobacillus bulgaricus  
แลัะ Streptococcus thermophilus แลัะแหลั�งของคารโ์บไฮเด้รต
ท้�ลัะลัายได้ง้�าย ได้แ้ก� นี้ำ�านี้มี ซ้ำึ�งช้�วัยเร�งปฏิกิริยิาการหมีก้ทำาให้
ค�า pH ลัด้ลังได้เ้รว็ั ทำาใหก้ารทำางานี้ของจัลุันิี้ทรย้ห์ยดุ้ลังก�อนี้
อย�างรวัด้เรว็ั ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลัเพื่ย้งอย�างเด้ย้วั
ไมี�มีก้ารเสรมิีแบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิค�า pH จัะลัด้ลังช้า้กวั�า
 จังึอาจัเป็นี้ผลัใหม้ีค้�า pH ท้�ตำ�ากวั�า สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ  
ปฏิภิาณ แลัะเสาวัลัก้ษณ์ (2562) ท้�ได้ศ้ึกึษาผลัของการเสรมิี
แบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิ ต�อคณุค�าทางโภช้นี้ะของเปลัอ่กแลัะ
ซ้ำง้ขา้วัโพื่ด้ร�วัมีกบ้หญ้า้เนี้เป้ยรป์ากช้�อง 1 ท้�ระยะหมีก้ 28 วัน้ี้  
พื่บวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิมีค้�า pH สงูกวั�า
กลัุ�มีท้�ไมี�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิ อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทาง
สถุติ ิ(P<0.05) มีค้�าเท�ากบ้ 4.44 แลัะ 4.27 ตามีลัำาด้บ้ แลัะในี้
ขณะเด้ย้วักน้ี้กลัุ�มีท้�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิมีป้รมิีาณ
ค�าเฉลั้�ยกรด้แลัคตกิสงูกวั�ากลัุ�มีท้�ไมี�เสรมิีแบคทเ้รย้ผลัติกรด้
แลัคตกิอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) มีค้�าเท�ากบ้ 3.74 
แลัะ 2.88% ของวัต้ถุุแหง้ ตามีลัำาด้บ้ ซ้ำึ�งบ�งช้้�วั�าในี้กระบวันี้การ
หมีก้แบคทเ้รย้ผลัติกรด้แลัคตกิสามีารถุผลัติกรด้แลัคตกิได้ ้
ในี้ปรมิีาณมีากกวั�าแลัะรวัด้เรว็ักวั�าจังึส�งผลัใหท้ำาใหก้ารทำางานี้
ของจัลุันิี้ทรย้ห์ยดุ้ลังก�อนี้อย�างรวัด้เรว็ั

2. องคป์ระกอบทางเคมีของหญ้าเนเปียรห์มกั
 องคป์ระกอบทางเคมีข้องพื่ช่้หมีก้ของทุกกลัุ�มีการ
ทด้ลัองภายหลัง้จัากการหมีก้เป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้ เมี่�อทำาการเปิด้
ถุุงหมีก้ พื่บวั�าปรมิีาณควัามีช้่�นี้ (Moisture) วัต้ถุุแหง้ (DM) 
อนิี้ทรย้วัต้ถุุ (OM) เถุา้ (Ash) แลัะโปรตน้ี้หยาบ (CP) ของ
หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ไมี�มีค้วัามีแตกต�างทางสถุติ ิ(P>0.05) ด้า้นี้
ปรมิีาณเย่�อใยหยาบ (CF) พื่บวั�ากลัุ�มีของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ 
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3. การวิเคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมี
 ทำาการวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมีข้องพื่ช่้หมีก้ 
โด้ยนี้ำาหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้แต�ลัะกลัุ�มีการทด้ลัองมีาอบในี้ตูอ้บลัมี
รอ้นี้ท้�อุณหภมูี ิ60 องศึาเซ้ำลัเซ้ำย้ส เป็นี้เวัลัา 2 วัน้ี้ เมี่�อตว้ัอย�าง
แหง้นี้ำามีาช้้ �งนี้ำ�าหนี้ก้แลัว้ับด้ผ�านี้ตะแกรงขนี้าด้ 1 มีลิัลัเิมีตร 
แลัะทำาการวัเิคราะหอ์งคป์ระกอบทางเคมีด้้ว้ัยวัธิี ้ Proximate 
analysis ตามีวัธิีก้ารของ AOAC (1996) ได้แ้ก� วัต้ถุุแหง้ (dry 
matter) โปรตน้ี้หยาบ (crude protein) เถุา้ (ash) แลัะเย่�อใย
หยาบ (crude fiber) แลัะวัธิี ้Detergent method ตามีวัธิีก้าร
ของ Goering and Van Soest (1970) ได้แ้ก� เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์
(NDF) แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส (ADF)

4. การวิเคราะหท์างสถิติ
 นี้ำาขอ้มีลูัของตว้ัอย�างท้�ได้ม้ีาวัเิคราะหท์างสถุติโิด้ย
วัธิีว้ัเิคราะหค์วัามีแปรปรวันี้ในี้แผนี้การทด้ลัองแบบสุ�มีสมีบรูณ์  
แลัะวัเิคราะหค์วัามีแตกต�างของค�าเฉลั้�ยโด้ยวัธิี ้ Duncan’s  
New Multiple Range Test ท้�ระด้บ้ควัามีเช้่�อมี้ �นี้ 95%  
(P<0.05) ด้ว้ัยโปรแกรมี IBM SPSS Statistics 26.0

ผลการทดลองและอภิปรายผล

1. ลกัษณะทางกายภาพของหญ้าเนเปียรห์มกั
 การประเมีนิี้คณุภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ด้า้นี้
กลัิ�นี้ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองภายหลัง้
จัากการหมีก้เป็นี้เวัลัา 21 วัน้ี้ เมี่�อทำาการเปิด้ถุุงหมีก้ พื่บวั�า 
ไมี�มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้ทางสถุติ ิ (P>0.05) โด้ยมีล้ัก้ษณะ 
กลัิ�นี้หอมีคลัา้ยผลัไมีด้้องหรอ่นี้ำ�าสม้ีสายช้ ูซ้ำึ�งกลัิ�นี้ด้ง้กลั�าวัเป็นี้ 
กลัิ�นี้ท้�ด้ข้องพื่ช่้อาหารสต้วั์หมีก้ แต�กลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริ์ตเป็นี้ 
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ 3% มีร้ะด้บ้คะแนี้นี้การประเมีนิี้คุณภาพื่ 
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ด้า้นี้กลัิ�นี้สงูท้�สดุ้ (12 คะแนี้นี้) ด้า้นี้
เน่ี้�อสม้ีผส้ของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�าไมี�มีค้วัามี
แตกต�างกน้ี้ทางสถุติ ิ (P>0.05) โด้ยกลัุ�มีท้�ใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สาร
เสรมิีช้�วัยหมีก้ 3% มีก้ารยบุตว้ัลังเลัก็น้ี้อย แต�ยง้คงมีล้ัก้ษณะ
แนี้�นี้ ส�วันี้ใบ แลัะลัำาตน้ี้ยง้คงเป็นี้สภาพื่เด้มิี แลัะไมี�มีส้ิ�งเจัอ่ปนี้ 

ส�วันี้กลัุ�มีท้�เหลัอ่ ได้แ้ก�กลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั 5% เสรมิีโยเกริต์  
2% แลัะเสรมิีโยเกริต์ 4% มีก้ารยบุตว้ัลังเลัก็น้ี้อย มีล้ัก้ษณะ
แนี้�นี้ ส�วันี้ลัำาตน้ี้เป่�อยยุ�ยเลัก็น้ี้อย ลั่�นี้เป็นี้เมีอ่ก ซ้ำึ�งเป็นี้ลัก้ษณะ
ด้ง้กลั�าวัเป็นี้คุณภาพื่ท้�รองลังมีา ด้า้นี้ลัก้ษณะสข้องพื่ช่้หมีก้ 
ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�ามีค้วัามีแตกต�างกน้ี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ 
(P<0.01) โด้ยลัก้ษณะของหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มีท้�เสรมิี
กากนี้ำ�าตาลั 5% จัะมีล้ัก้ษณะสน้ี้ำ�าตาลัทอง มีค้ะแนี้นี้เฉลั้�ย 
ตำ�าท้�สดุ้เท�ากบ้ 1.00 จัด้้เป็นี้ลัก้ษณะของสพ้ื่ช่้อาหารหมีก้ท้�ไมี�ด้ ้ 
ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% แลัะ 4% มีล้ัก้ษณะสเ้หลัอ่ง
อมีเขย้วั หรอ่สก้าก ้คะแนี้นี้เฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 2.66 แลัะ 3.00 
ตามีลัำาด้บ้ จัด้้เป็นี้ลัก้ษณะของสท้้�ด้ข้องพื่ช่้หมีก้ ส�วันี้ลัก้ษณะ
สข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% จัะมี้
ลัก้ษณะสเ้ขย้วัอมีเหลัอ่ง หรอ่เขย้วัเขม้ี คะแนี้นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 
2.00 ตามีลัำาด้บ้ ซ้ำึ�งลัก้ษณะสด้้ง้กลั�าวัจัด้้เป็นี้คณุภาพื่ท้�รองลังมีา 
ด้า้นี้ค�าควัามีเป็นี้กรด้-ด้�าง (pH) ของการใช้ส้ารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ท้ �ง 4 กลัุ�มี พื่บวั�ามีค้วัามีแตกต�างอย�างมี้
นี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ(P<0.01) โด้ยหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ของกลัุ�มี 
ท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% มีค้�าเฉลั้�ยตำ�าท้�สุด้เท�ากบ้ 3.72  
บ�งบอกได้ว้ั�าเป็นี้ระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�างท้�ด้ข้องพื่ช่้อาหารหมีก้ 
ส�วันี้กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% โยเกริต์ 3% แลัะโยเกริต์ 4% 
มีค้�าเป็นี้กรด้-ด้�างเฉลั้�ยเท�ากบ้ 3.88 3.81 แลัะ 3.91 (ตามีลัำาด้บ้)  
สงูกวั�าหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% แต�
กย็ง้เป็นี้ระด้บ้ควัามีเป็นี้กรด้-ด้�างท้�ด้ท้้�สดุ้ของพื่ช่้อาหารหมีก้
เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ ด้า้นี้คะแนี้นี้รวัมีของลัก้ษณะทางกายภาพื่ของ
พื่ช่้หมีก้ของทุกกลัุ�มีการทด้ลัองพื่บวั�าไมี�มีค้วัามีแตกต�างกน้ี้
ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% มีค้ะแนี้นี้
รวัมีเฉลั้�ยเท�ากบ้ 22.81 จัด้้เป็นี้คะแนี้นี้รวัมีของลัก้ษณะทาง
กายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก ในี้ขณะท้� กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัย
กากนี้ำ�าตาลั 5% กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% แลัะกลัุ�มีท้�เสรมิี
ด้ว้ัยโยเกริต์ 4% มีค้ะแนี้นี้รวัมีเฉลั้�ยเท�ากบ้ 16.05 19.88 แลัะ  
19.25 จัด้้เป็นี้คะแนี้นี้รวัมีลัก้ษณะทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้
ระด้บ้ด้ ้ซ้ำึ�งเป็นี้ระด้บ้ท้�รองลังมีา (Table 2)

Table 2 Physical characteristics of Napier grass silage

Physical characteristics molasses 5% yogurt 2% yogurt 3% yogurt 4% P-Value %CV

Smell 8.00 10.66 12.00 9.33 0.33 25.82

Texture 3.33 3.33 4.00 3.33 0.80 28.57

Color 1.00a 2.00b 2.66c 3.00c 0.00 13.27

pH 3.72a 3.88bc 3.81b 3.91c 0.00 1.17

Total score 16.05 19.88 22.81 19.25 0.23 18.62
a-c Means within the same row with different superscripts differ significantly (P<0.05).
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ท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% แลัะกลัุ�มี
ท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 4% มีป้รมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้  
40.09% 40.05% แลัะ 39.90% ตามีลัำาด้บ้ สงูกวั�ากลัุ�มีเสรมิี
ด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) ท้�มี้

ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 36.27% ในี้ขณะท้�ปรมิีาณเย่�อ
ใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์(NDF) แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส (ADF) พื่บวั�า
ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) ระหวั�าง
กลัุ�มีทด้ลัอง (Table 3) 

Table 3 Chemical compositions of Napier grass silage (%DM basis)

Chemical compositions molasses 5% yogurt 2% yogurt 3% yogurt 4% P-Value %CV

Moisture 83.20 84.20 84.04 85.26 0.25 1.34

DM 16.80 15.80 15.96 14.74 0.07 7.14

OM 88.70 87.84 88.42 86.36 0.08 1.15

Ash 11.30 12.16 11.58 13.64 0.08 8.28

CF 36.27a 40.09b 40.05b 39.90b 0.04 4.09

CP 6.07 6.26 6.17 6.93 0.25 5.67

NDF 66.48 68.03 68.29 68.41 0.06 0.92

ADF 37.96 39.30 38.49 39.04 0.29 1.58
a-c Means within the same row with different superscripts differ significantly (P<0.05).

 ผลัจัากการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ต�อองค์
ประกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ พื่บวั�าปรมิีาณควัามีช้่�นี้ 
แลัะวัต้ถุุแหง้ของทกุกลัุ�มีการทด้ลัองไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมี้
นี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ Kiani 
et al., (2012) ท้�พื่บวั�าการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ไมี�มีผ้ลัต�อปรมิีาณควัามีช้่�นี้ แลัะวัต้ถุุ
แหง้ (P>0.05) แต�การเสรมิีโยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้
การศึกึษาคร้ �งน้ี้�ส�งผลัใหป้รมิีาณควัามีช้่�นี้มีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีสงูขึ�นี้
 (P=0.25) โด้ยกลัุ�มีท้�ใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มี้
ปรมิีาณควัามีช้่�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 83.20% ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�ใช้ ้
โยเกริต์ 4% เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ปรมิีาณควัามีช้่�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 
85.26% ท้ �งน้ี้�อาจัเป็นี้ผลัมีาจัากการเสรมิีโยเกริต์ท้�มีเ้ช้่�อแบคทเ้รย้
 Lactobacillus bulgaricus แลัะStreptococcus thermophilus 
มีส้�วันี้ใหเ้กดิ้กระบวันี้การย�อยสลัายขึ�นี้ในี้กระบวันี้การหมีก้  
จังึมีก้ารผลัตินี้ำ�าออกมีามีากขึ�นี้ (Basso, 2013) ในี้ขณะท้�
ปรมิีาณโปรตน้ี้รวัมีเฉลั้�ยไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้
ทางสถุติ ิ (P>0.05) แต�มีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีขึ�นี้ตามีระด้บ้ของการ
เสรมิีโยเกริต์ ซ้ำึ�งสอด้คลัอ้งกบ้ผลัการศึกึษาของ Sibel et al., 
(2022) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้ปรมิีาณ 2%, 4%, 6% 
8% แลัะ 10% พื่บวั�ามีป้รมิีาณโปรตน้ี้หยาบเฉลั้�ยเพื่ิ�มีขึ�นี้ตามี
ระด้บ้การเสรมิีโยเกริต์เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ (7.93%, 7.97%, 8.16% 
8.22% แลัะ 8.68% ตามีลัำาด้บ้) เช้�นี้เด้ย้วักบ้รายงานี้ของ 
Kiani et al., (2012) ท้�พื่บวั�าปรมิีาณโปรตน้ี้หยาบเฉลั้�ยของ
ขา้วัโพื่ด้หมีก้จัะเพื่ิ�มีขึ�นี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ (P<0.05) 

เมี่�อใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ท้ �งน้ี้�อาจัเป็นี้ผลัมีาจัาก
แบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิในี้โยเกริต์สามีารถุผลัติกรด้แลัคติ
กในี้ปรมิีาณมีากแลัะรวัด้เรว็ัทำาใหค้�า pH ลัด้ลังอย�างรวัด้เรว็ัจันี้
ส�งผลัไปยบ้ย้ �งการทำางานี้ของจัลุันิี้ทรย้ก์ลัุ�มี proteolytic แลัะ
หยดุ้การทำางานี้ของเอนี้ไซ้ำมีท์้�ย�อยสลัายโปรตน้ี้ลัง ซ้ำึ�งเอนี้ไซ้ำมี์
ด้ง้กลั�าวัจัะไมี�สามีารถุทำางานี้ได้ใ้นี้สภาวัะท้�มีค้วัามีเป็นี้กรด้ 
(pH 3.8-4.5) (Sharp et al., 1994) ด้ง้นี้้ �นี้เมี่�อเสรมิีโยเกริต์จังึ
ส�งผลัใหป้รมิีาณโปรตน้ี้หยาบในี้หญ้า้หมีก้มีแ้นี้วัโน้ี้มีสงูขึ�นี้ตามี
ไปด้ว้ัย ในี้ส�วันี้ปรมิีาณเย่�อใยหยาบมีค้วัามีแตกต�างอย�างมี ้
นี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ (P<0.05) โด้ยกลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์มี้
ปรมิีาณเย่�อใยหยาบสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั นี้อกจัาก
น้ี้�เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์ แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัสของกลัุ�มีท้�เสรมิี 
ด้ว้ัยโยเกริต์กม็ีแ้นี้วัโน้ี้มีสงูขึ�นี้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ (P>0.05) ท้ �งน้ี้�
อาจัเป็นี้ผลัจัากจัุลันิี้ทรย้จ์ัากโยเกริต์ท้�เพื่ิ�มีจัำานี้วันี้มีากขึ�นี้ในี้
ระหวั�างการหมีก้ มีก้ารหลั้ �งเอนี้ไซ้ำมีย์�อยสลัายคารโ์บไฮเด้รต
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เพื่ิ�มีขึ�นี้ตามีไปด้ว้ัย ซ้ำึ�งสอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ Irsyammawati 
et al., (2020) ได้ร้ายงานี้วั�าการใช้จ้ัุลันิี้ทรย้ ์ Lactobacillus 
plantarum เป็นี้สารเสรมิีในี้การทำาหญ้้าเนี้เป้ยรแ์คระหมีก้  
พื่บวั�าเย่�อใยหยาบมีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ 
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ในี้ระด้บ้ 0%, 0.3%, 0.6% แลัะ 0.9% โด้ยพื่บวั�าปรมิีาณ 
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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ท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 2% กลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 3% แลัะกลัุ�มี
ท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์ 4% มีป้รมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้  
40.09% 40.05% แลัะ 39.90% ตามีลัำาด้บ้ สงูกวั�ากลัุ�มีเสรมิี
ด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั 5% อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P<0.05) ท้�มี้

ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 36.27% ในี้ขณะท้�ปรมิีาณเย่�อ
ใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์(NDF) แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส (ADF) พื่บวั�า
ไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) ระหวั�าง
กลัุ�มีทด้ลัอง (Table 3) 

Table 3 Chemical compositions of Napier grass silage (%DM basis)

Chemical compositions molasses 5% yogurt 2% yogurt 3% yogurt 4% P-Value %CV

Moisture 83.20 84.20 84.04 85.26 0.25 1.34

DM 16.80 15.80 15.96 14.74 0.07 7.14

OM 88.70 87.84 88.42 86.36 0.08 1.15

Ash 11.30 12.16 11.58 13.64 0.08 8.28

CF 36.27a 40.09b 40.05b 39.90b 0.04 4.09

CP 6.07 6.26 6.17 6.93 0.25 5.67

NDF 66.48 68.03 68.29 68.41 0.06 0.92

ADF 37.96 39.30 38.49 39.04 0.29 1.58
a-c Means within the same row with different superscripts differ significantly (P<0.05).

 ผลัจัากการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ต�อองค์
ประกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ พื่บวั�าปรมิีาณควัามีช้่�นี้ 
แลัะวัต้ถุุแหง้ของทกุกลัุ�มีการทด้ลัองไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมี้
นี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ(P>0.05) สอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ของ Kiani 
et al., (2012) ท้�พื่บวั�าการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ไมี�มีผ้ลัต�อปรมิีาณควัามีช้่�นี้ แลัะวัต้ถุุ
แหง้ (P>0.05) แต�การเสรมิีโยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้
การศึกึษาคร้ �งน้ี้�ส�งผลัใหป้รมิีาณควัามีช้่�นี้มีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีสงูขึ�นี้
 (P=0.25) โด้ยกลัุ�มีท้�ใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้มี้
ปรมิีาณควัามีช้่�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 83.20% ในี้ขณะท้�กลัุ�มีท้�ใช้ ้
โยเกริต์ 4% เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ปรมิีาณควัามีช้่�นี้เฉลั้�ยเท�ากบ้ 
85.26% ท้ �งน้ี้�อาจัเป็นี้ผลัมีาจัากการเสรมิีโยเกริต์ท้�มีเ้ช้่�อแบคทเ้รย้
 Lactobacillus bulgaricus แลัะStreptococcus thermophilus 
มีส้�วันี้ใหเ้กดิ้กระบวันี้การย�อยสลัายขึ�นี้ในี้กระบวันี้การหมีก้  
จังึมีก้ารผลัตินี้ำ�าออกมีามีากขึ�นี้ (Basso, 2013) ในี้ขณะท้�
ปรมิีาณโปรตน้ี้รวัมีเฉลั้�ยไมี�มีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้
ทางสถุติ ิ (P>0.05) แต�มีแ้นี้วัโน้ี้มีเพื่ิ�มีขึ�นี้ตามีระด้บ้ของการ
เสรมิีโยเกริต์ ซ้ำึ�งสอด้คลัอ้งกบ้ผลัการศึกึษาของ Sibel et al., 
(2022) ท้�ได้ท้ำาการศึกึษาการใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้
ในี้การทำาขา้วัโพื่ด้หมีก้ โด้ยใช้โ้ยเกริต์ในี้ปรมิีาณ 2%, 4%, 6% 
8% แลัะ 10% พื่บวั�ามีป้รมิีาณโปรตน้ี้หยาบเฉลั้�ยเพื่ิ�มีขึ�นี้ตามี
ระด้บ้การเสรมิีโยเกริต์เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ (7.93%, 7.97%, 8.16% 
8.22% แลัะ 8.68% ตามีลัำาด้บ้) เช้�นี้เด้ย้วักบ้รายงานี้ของ 
Kiani et al., (2012) ท้�พื่บวั�าปรมิีาณโปรตน้ี้หยาบเฉลั้�ยของ
ขา้วัโพื่ด้หมีก้จัะเพื่ิ�มีขึ�นี้อย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ (P<0.05) 

เมี่�อใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ท้ �งน้ี้�อาจัเป็นี้ผลัมีาจัาก
แบคทเ้รย้ท้�ผลัติกรด้แลัคตคิในี้โยเกริต์สามีารถุผลัติกรด้แลัคติ
กในี้ปรมิีาณมีากแลัะรวัด้เรว็ัทำาใหค้�า pH ลัด้ลังอย�างรวัด้เรว็ัจันี้
ส�งผลัไปยบ้ย้ �งการทำางานี้ของจัลุันิี้ทรย้ก์ลัุ�มี proteolytic แลัะ
หยดุ้การทำางานี้ของเอนี้ไซ้ำมีท์้�ย�อยสลัายโปรตน้ี้ลัง ซ้ำึ�งเอนี้ไซ้ำมี์
ด้ง้กลั�าวัจัะไมี�สามีารถุทำางานี้ได้ใ้นี้สภาวัะท้�มีค้วัามีเป็นี้กรด้ 
(pH 3.8-4.5) (Sharp et al., 1994) ด้ง้นี้้ �นี้เมี่�อเสรมิีโยเกริต์จังึ
ส�งผลัใหป้รมิีาณโปรตน้ี้หยาบในี้หญ้า้หมีก้มีแ้นี้วัโน้ี้มีสงูขึ�นี้ตามี
ไปด้ว้ัย ในี้ส�วันี้ปรมิีาณเย่�อใยหยาบมีค้วัามีแตกต�างอย�างมี ้
นี้ย้สำาคญ้้ทางสถุติ ิ (P<0.05) โด้ยกลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยโยเกริต์มี้
ปรมิีาณเย่�อใยหยาบสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลั นี้อกจัาก
น้ี้�เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์ แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัสของกลัุ�มีท้�เสรมิี 
ด้ว้ัยโยเกริต์กม็ีแ้นี้วัโน้ี้มีสงูขึ�นี้เช้�นี้เด้ย้วักน้ี้ (P>0.05) ท้ �งน้ี้�
อาจัเป็นี้ผลัจัากจัุลันิี้ทรย้จ์ัากโยเกริต์ท้�เพื่ิ�มีจัำานี้วันี้มีากขึ�นี้ในี้
ระหวั�างการหมีก้ มีก้ารหลั้ �งเอนี้ไซ้ำมีย์�อยสลัายคารโ์บไฮเด้รต
ท้�ลัะลัายนี้ำ�าได้ ้(water-soluble carbohydrate; WSC) ซ้ำึ�งเป็นี้
ส�วันี้ท้�ย�อยได้ง้�ายของหญ้า้เนี้เป้ยร ์ เพื่่�อผลัติเป็นี้กรด้แลัคตคิ 
ส�งผลัใหส้ด้้ส�วันี้ของคารโ์บไฮเด้รตท้�เป็นี้โครงสรา้งท้�เป็นี้ส�วันี้
ของเย่�อใยรวัมี เย่�อใยผนี้้งเซ้ำลัลั ์ แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัูโลัส  
เพื่ิ�มีขึ�นี้ตามีไปด้ว้ัย ซ้ำึ�งสอด้คลัอ้งกบ้รายงานี้ Irsyammawati 
et al., (2020) ได้ร้ายงานี้วั�าการใช้จ้ัุลันิี้ทรย้ ์ Lactobacillus 
plantarum เป็นี้สารเสรมิีในี้การทำาหญ้้าเนี้เป้ยรแ์คระหมีก้  
พื่บวั�าเย่�อใยหยาบมีค้วัามีแตกต�างอย�างมีน้ี้ย้สำาคญ้้ยิ�งทางสถุติ ิ 
(P<0.01) เมี่�อมีก้ารเสรมิีจัลุันิี้ทรย้ ์Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0%, 0.3%, 0.6% แลัะ 0.9% โด้ยพื่บวั�าปรมิีาณ 
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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เย่�อใยหยาบมีค้�าเฉลั้�ยสงูสดุ้เมี่�อเสรมิี Lactobacillus plantarum 
ในี้ระด้บ้ 0.6% (ปรมิีาณเย่�อใยหยาบเฉลั้�ยเท�ากบ้ 23.94%)

สรปุผลการทดลอง
 การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้หญ้า้เนี้เป้ยร ์ 
ส�งผลัใหม้ีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ด้ก้วั�าการใช้ก้ากนี้ำ�าตาลัเป็นี้
สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ ซ้ำึ�งระด้บ้ของปรมิีาณการเสรมิีโยเกริต์ท้�
เหมีาะสมีต�อลัก้ษณะทางกายภาพื่สำาหรบ้หญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้
คอ่ระด้บ้ 3% โด้ยมีผ้ลัใหก้ลัิ�นี้ แลัะเน่ี้�อสม้ีผส้ท้�ด้ ้แลัะมีค้วัามี
เป็นี้กรด้-ด้�างในี้ระด้บ้ท้�เหมีาะสมี แลัะมีค้ะแนี้นี้ประเมีนิี้ลัก้ษณะ
ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้รวัมีเฉลั้�ยสงูท้�สดุ้เท�ากบ้ 22.81 จัด้้
เป็นี้คะแนี้นี้คุณภาพื่ทางกายภาพื่ของพื่ช่้หมีก้ระด้บ้ด้ม้ีาก  
นี้อกจัากน้ี้�การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ยง้มีผ้ลัให้
องคป์ระกอบทางเคมีข้องหญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้ใกลัเ้คย้งกน้ี้ โด้ย
มีป้รมิีาณควัามีช้่�นี้ วัต้ถุุแหง้ โปรตน้ี้หยาบ อนิี้ทรย้วัต้ถุุ เถุา้ 
เย่�อใยผนี้ง้เซ้ำลัลั ์แลัะเย่�อใยลักิโนี้เซ้ำลัลัโูลัส ไมี�มีค้วัามีแตกต�าง
กน้ี้ทางสถุติ ิ(P>0.05) แต�พื่บวั�าปรมิีาณเย่�อใยหยาบของกลัุ�มี
ท้�เสรมิีโยเกริต์ทกุกลัุ�มีมีค้�าเฉลั้�ยสงูกวั�ากลัุ�มีท้�เสรมิีกากนี้ำ�าตาลั
(P<0.05) ด้ง้นี้้ �นี้การใช้โ้ยเกริต์เป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ในี้ระด้บ้
 3% ส�งผลัใหห้ญ้า้เนี้เป้ยรห์มีก้มีล้ัก้ษณะทางกายภาพื่ท้�ด้ก้วั�า
การเสรมิีด้ว้ัยกากนี้ำ�าตาลัเป็นี้สารเสรมิีช้�วัยหมีก้ สามีารถุนี้ำา
มีาใช้เ้ป็นี้สารเสรมิีในี้พื่ช่้หมีก้ได้ ้ ทำาใหก้ระบวันี้การหมีก้เป็นี้
ไปโด้ยสมีบรูณ์ แลัะมีค้ณุภาพื่ในี้ระด้บ้ท้�ด้้
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บทน�า
อุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นขึ้องไทยอยู่ในอันดับหน้�งขึ้องโลก  
ในแตล่ะปไีทยผลติเพื่่�อสง่ออกสดัสว่น 75.9% ครองสว่นแบง่ตลาด
เปน็อนัดบั 1 สดัสว่น 70% ขึ้องปรมิาณการคา้นำ�ายางขึ้น้ทั�วโลก
มมีลูคา่ตลาดประมาณ 50,000 ลา้นบาท แตต่ลาดสง่ออก 50% 
อยู่ที�มาเลเซึ้ีย รองลงมา ตลาดจัีน 33.5% และเกาหลีใต้ 1.8% 
(ประชาชาตธิรุกจิั, 2565) โดยนำ�ายางขึ้น้เปน็วตัถุดุบิสำาคัญขึ้อง
การผลิตผลติภณัฑต์า่งๆ เช่น ถุงุมอ่ยาง ถุงุยางอนามัยลกูโปง่ 
หัวนมยาง และเส้นด้ายยาง เป็นต้น (สถุาบันพื่ลาสติก, 2559) 
การผลิตนำ�ายางขึ้้นจั้งจัำาเป็นต้องกำาจััดแมกนีเซึ้ียมออกจัาก 
นำ�ายางดิบกอ่นที�จัะนำาไปขึ้้�นรูปผลติภณัฑ ์โดยอาศัยกระบวนการ
เตมิสารเคมเีชน่ Diammonium Hydrogen Phosphate (DAP)  
เพื่่�อใหเ้กดิการตกตะกอนในอตัราสว่น Mg:DAP เทา่กบั 1:5.5 
(กรมโรงงานอตุสาหกรรม, 2011) จัากกระบวนการตกตะกอน
แมกนีเซึ้ียมออกจัากนำ�ายางดิบ ซึ้้�งมีลักษณะเป็นตะกอน 
สีขึ้าวปนเหล่องอ่อนหร่อสีนำ�าตาลคลำ�า นอกจัากนี�ยังมี
สารพื่วกแป้ง ฝุุ่่นไขึ้มัน โปรตีน สารประกอบไนโตรเจัน  
และมีสิ�งเจั่อปนอ่�น รวมทั�งอนุภาคยางที�จัับตัวที�มีอยู่ใน 
นำ�ายาง สารเหล่านี�จัะตกตะกอนแยกตัวออกมาอยู่ในส่วน
ขึ้องก้นถุังพื่ักนำ�ายางก่อนการปั�นหร่ออยู่ในหม้อเคร่�องปั�น
ระหว่างการปั�นนำ�ายางขึ้้น มีรายงานว่าการผลิตนำ�ายางขึ้้น
แต่ละครั�งจัะเกิดขึ้องเสียในรูปกากขึ้ี�แป้งรวมเฉลี�ยเท่ากับ  
1 เปอร์เซึ้็นต์ โดยนำ�าหนักขึ้องนำ�ายางสดที�ใช้ในการผลิต หร่อ
ประมาณ 2 เปอร์เซึ้็นต์ โดยนำ�าหนักขึ้องผลิตภัณฑ์นำ�ายางขึ้้น
ที�ผลติได ้(Wanseng et al.,2017) สว่นใหญจ่ัะกำาจัดัทิ�งไปโดย
การนำาไปถุมที�ถุมถุนนหร่อเผาทิ�งซึ้้�งเป็นการจััดการขึ้องเสีย
ที�ไม่เหมาะสมก่อให้เกิดมลพื่ิษต่อสิ�งแวดล้อม และยังมีส่วนที�
เหล่อถุูกกองทิ�งสะสมอยู่ในพื่่�นที�โรงงานก่อให้เกิดปัญหาด้าน
กลิ�นและเกดินำ�าชะลา้งซึ้้�งมสีารเคมีรวมถุง้แอมโมเนยีปนเป้�อน 

 จัากการศ้กษาพื่บว่า กากขึ้ี�แป้งมีองค์ประกอบขึ้อง 
ธาตุอาหารต่าง ๆ ที�อยู่ในกากขึ้ี�แป้งจัะพื่บว่าประกอบด้วย 
ไนโตรเจัน ฟอสฟอรสั (P

2
O

5
) โพื่แทสเซึ้ยีม(K

2
O) แมกนเีซึ้ยีม  

และยังมีสังกะสี (Zinc, Zn) โดยคิดเป็นค่าเฉลี�ยอยู่ในช่วง  
2.06-2.31,19.4-19.6 (asP

2
O

5
), 1.5-1.8 (asK

2
O), 5.24-5.31,  

และ 1.01-1.05% นำ�าหนกัแหง้ตามลำาดบั (วลยัพื่ร ผอ่นผนั, 2547) 
ซึ้้�งกากขึ้ี�แปง้สว่นใหญเ่ปน็องคป์ระกอบขึ้องโปรตนี และแอมโมเนยี 
ที�รวมกับแมกนีเซีึ้ยมในรูปตะกอนโลหะไอออนในนำ�ายาง  
ส่วนโพื่แทสเซึ้ียมเป็นองค์ประกอบขึ้องธาตุอาหารในดิน  
(ณิชาภา มินาบูลย์ และคณะ, 2565) การนำากากขึ้ี�แป้งจัาก

อุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นมาใช้ประโยชน์จั้งเป็นไปได้ เน่�องจัาก 
กากขึ้ ี�แป้งสามารถุนำาไปใช้เป็นปุ�ยในรูปแบบปุ�ยนำ�าและ 
ปุ�ยเม็ดได้หร่ออาจันำาไปปรับปรุงต่อเพื่่�อผลิตเป็นวัสดุอ่�น  
ทั�งนี�การเล่อกใช้กากขึ้ี�แป้งมาใช้ประโยชน์อย่างเหมาะสม
นับว่าเป็นการบริหารจััดการด้านมลพื่ิษและสิ�งแวดล้อมขึ้อง
โรงงานอุตสาหกรรมผลิตนำ�ายางขึ้้น (เสาวนีย์ ก่อวุฒิกุลรังษี  
และคณะ 2553) Jutarut et al., (2018) การใช้ขึ้องเหล่อทิ�ง
จัากอุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นเพื่่�อหมักด้วยการเติมจัุลินทรีย์ 
ที�มปีระสทิธภิาพื่มลูสกุร และมลูไกล่งในวสัดทุี�หมกัในอตัราสว่น 
10, 20 และ 30 โดยนำ�าหนกัเป็นตวักระตุน้หมักปุ�ยได้ด ีและพื่บว่า 
การเจัริญเติบโตขึ้องผักคะน้าหลังจัากใส่ปุ�ยหมักให้
ผลผลิตนำ�าหนักสดสูงกว่าการใช้ปุ�ยเคมี นอกจัากนี� 
นภารัตน์ ไวยเจัริญ (2566) ผลการนำากากขึ้ี�แป้งมาใช้เป็น
ปุ�ยสำาหรับการปลูกหญ้านวลน้อย พื่บว่าให้ผลดีกว่าการ
ใช้ปุ�ยเคมี เม่�อปลูกในแปลงใหญ่ขึ้้�นต้นทุนการเตรียมกาก
ขึ้ี�แป้งที�เป็นแผ่นแห้งมูลค่าเพื่ียง 1.3 บาทต่อกิโลกรัมแห้ง  
สรุปได้ว่ามีศักยภาพื่สูงในการใช้ประโยชน์ขึ้องเสียใน
รูปกากขึ้ี�แป้ง ซึ้้�งสามารถุใช้เป็นปุ�ยทดแทนปุ�ยเคมีใน 
การปลูกนวลน้อยได้โดยไม่ต้องผ่านการหมักปุ�ยก่อน 

 ผู้วิจััยจั้งมีความสนใจัหาวิธีการนำากากขึ้ี�แป้ง
จัากโรงงานนำ�ายางข้ึ้นมาผลิตเป็นปุ�ยหมัก โดยศ้กษ า
อัตราส่วนที�เหมาะสมและคุณลักษณะทางกายภาพื่  
ธาตุอาหารหลักขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งเพื่่�อช่วยเพื่ิ�มผลผลิต
ทางการเกษตร สามารถุนำาไปใช้ปรับปรุงคุณภาพื่ดินให ้
ดีขึ้้�นในการเพื่ิ�มความร่วนให้กับดินลดต้นทุนการผลิต และยัง
ลดปริมาณการใช้ปุ�ยเคมีก่อให้เกิดและไม่ก่อผลกระทบต่อ 
สิ�งแวดล้อมเป็นเกษตรที�ยั�งย่นต่อไป

วสัดอุปุกรณ์และวิธีการศึึกษา

1. วิเคราะหส์มบติักากขี�แป้งทางกายภาพและเคมี 
 การเก็บตัวอย่างกากขึ้ี�แป้งจัำานวนสองโรงงาน 
ที�ผลิตนำ�ายางขึ้้นพื่่�นที�อำาเภอสิเกา จัังหวัดตรัง จัากนั�นนำา
ตัวอย่างกากขึ้ี�แป้งไปตากแดดให้แห้งซึ้้�งใช้เวลา 3-4 วัน  
จัากนั�นนำาไปบดกับเคร่�องบดละเอียด โดยผ่านตะแกรงร่อน  
ขึ้นาด 1.00 มิลลิเมตร โดยกากขึ้ี�แป้งที�ผ่านการบดแล้วเก็บไว้ 
ในถุุงซึ้ิปล็อคเพื่่�อเก็บรักษาความช่�นเพื่่�อนำาไปวิเคราะห์  
โดยนำาวิเคราะห์สมบัติต่างๆ ก่อนการทดลอง ได้แก่  
ค่าความช่�น ความเป็นกรด-ด่าง (pH) และปริมาณธาตุอาหาร
หลัก ธาตุไนโตรเจันทั�งหมด ธาตุฟอสฟอรัสทั�งหมด และธาตุ

profit of 1,537.80 Baht per production cycle. In conclusion, the production of compost from concentrated latex sludge 
contained primary micronutrients and had potential for promoting plant growth as a soil conditioner. 

Keywords: Latex sludge, compost, soil amendment
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บทคดัย่อ 
การวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อศ้กษาอัตราส่วนที�เหมาะสมและศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักที�อัตราส่วนผสมแตกต่างกัน  
4 ชุดการทดลอง ที�อัตราส่วยผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย : มูลวัว เท่ากับ 3.0:0:0 2.0:0.5:0.5 2.0:1.0:0 และ  
2.0: 0:1.0 โดยศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักระหว่างการหมัก ได้แก่ ค่าอุณหภูมิ ค่าความช่�น ค่าความเป็นกรด-ด่าง  
ค่าการนำาไฟฟ้า และค่าอินทรียวัตถุุ ผลการศ้กษาพื่บว่า ปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งโรงงานนำ�ายางข้ึ้นใช้ระยะเวลากระบวนการ
หมักสมบูรณ์เป็น ระยะเวลา 50 วัน มีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิเฉลี�ย 29.80-38.06 องศาเซึ้ลเซีึ้ยส มีค่าเฉลี�ยความช่�น  
78.92 - 81.82 เปอร์เซ็ึ้นต์ มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง 8.34 - 8.48 มีค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า 3.18 - 6.13 เดซึ้ิซึ้ีเมน
ต่อเมตร และมีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุ 38.51-42.71 สำาหรับธาตุอาหารหลักขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งและความคุ้มค่าทาง
เศรษฐ ศาสตร์ผลตอบแทนจัากการลงทุนพื่บว่าชุดการทดลองที� 2 มีความเหมาะสมมากที�สุด เน่�องจัากชุดการทดลองที� 2  
มีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมมากที�สุด โดยมีค่าธาตุไนโตรเจันร้อยละ 4 มีค่าฟอสฟอรัส (P

2
O

5
) ร้อยละ 0.95 และ 

มีค่าโพื่แทสเซึ้ียม (K
2
O) ร้อยละ 0.39 เม่�อนำาปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งมาประเมินความคุ้มค่าทางเศรษฐศาสตร์ผลตอบแทนจัากการ

ลงทุ น เท่ากับ 48.47 เปอร์เซึ้็นต์ มีกำาไรสุทธิเฉลี�ย เท่ากับ 1,537.60 บาทต่อรอบการผลิต ซึ้้�งการทำาปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นมีธาตุอาหารที�พื่่ชต้องการต่อการเจัริญเติบโตขึ้องพื่่ชได้  

ค�าส�าคญั: กากขึ้ี�แป้ง, ปุ�ยหมัก, วัสดุปรับปรุงดิน 

Abstract
This research investigated the production of compost from concentrated latex sludge as a conditioner and studied the 
properties of the compost in four different experiments using different ratios of composting ingredients: concentrated 
latex sludge, urea, and cow manure. The different ratios were used were: 3.0:0:0, 2.0:0.5:0.5, 2.0:1.0:0, and 2.0:0:1.0, 
respectively. All compost formulations were analyzed for their properties, specifically the average of: temperature, 
moisture content, pH, electrical conductivity, and organic matter. It was shown that a suitable compost fermentation 
period lasted for 50 days. The properties of the compost derived from concentrated latex sludge included an average 
temperature range of 29.80-38.06 °C, the percentage of moisture content ranged from 78.92% to 81.82%, pH was 
between 8.34 - 8.48, electrical conductivity (EC) was 3.18 - 6.13 decisiemens/meter, and quantity of organic matter 
ranged from 38.51%-42.71%. Among treatments, the compost in the second treatment with the ratio 2.0:0.5:0.5 was 
found to be the most suitable, showing the greatest economic value and investment return due to its superior N: P: K 
content which was the highest in the experiment. Specifically, the percentage contents of N, P, K were 4, 0.95%, and 
0.39% respectively. In analysis of economical value, the compost yielded a return on investment 48.47% and a net 

1 อาจัารย์, สาขึ้าวิทยาศาสตร์ทางทะเลและสิ�งแวดล้อม คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีการประมง มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลศรีวิชัย  
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บทน�า
อุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นขึ้องไทยอยู่ในอันดับหน้�งขึ้องโลก  
ในแตล่ะปไีทยผลติเพื่่�อสง่ออกสดัสว่น 75.9% ครองสว่นแบง่ตลาด
เปน็อนัดบั 1 สดัสว่น 70% ขึ้องปรมิาณการคา้นำ�ายางขึ้น้ทั�วโลก
มมีลูคา่ตลาดประมาณ 50,000 ลา้นบาท แตต่ลาดสง่ออก 50% 
อยู่ที�มาเลเซึ้ีย รองลงมา ตลาดจัีน 33.5% และเกาหลีใต้ 1.8% 
(ประชาชาตธิรุกจิั, 2565) โดยนำ�ายางขึ้น้เปน็วตัถุดุบิสำาคัญขึ้อง
การผลิตผลติภณัฑต์า่งๆ เช่น ถุงุมอ่ยาง ถุงุยางอนามัยลกูโปง่ 
หัวนมยาง และเส้นด้ายยาง เป็นต้น (สถุาบันพื่ลาสติก, 2559) 
การผลิตนำ�ายางขึ้้นจั้งจัำาเป็นต้องกำาจััดแมกนีเซึ้ียมออกจัาก 
นำ�ายางดิบกอ่นที�จัะนำาไปขึ้้�นรูปผลติภณัฑ ์โดยอาศัยกระบวนการ
เตมิสารเคมเีชน่ Diammonium Hydrogen Phosphate (DAP)  
เพื่่�อใหเ้กดิการตกตะกอนในอตัราสว่น Mg:DAP เทา่กบั 1:5.5 
(กรมโรงงานอตุสาหกรรม, 2011) จัากกระบวนการตกตะกอน
แมกนีเซึ้ียมออกจัากนำ�ายางดิบ ซึ้้�งมีลักษณะเป็นตะกอน 
สีขึ้าวปนเหล่องอ่อนหร่อสีนำ�าตาลคลำ�า นอกจัากนี�ยังมี
สารพื่วกแป้ง ฝุุ่่นไขึ้มัน โปรตีน สารประกอบไนโตรเจัน  
และมีสิ�งเจั่อปนอ่�น รวมทั�งอนุภาคยางที�จัับตัวที�มีอยู่ใน 
นำ�ายาง สารเหล่านี�จัะตกตะกอนแยกตัวออกมาอยู่ในส่วน
ขึ้องก้นถุังพื่ักนำ�ายางก่อนการปั�นหร่ออยู่ในหม้อเคร่�องปั�น
ระหว่างการปั�นนำ�ายางขึ้้น มีรายงานว่าการผลิตนำ�ายางขึ้้น
แต่ละครั�งจัะเกิดขึ้องเสียในรูปกากขึ้ี�แป้งรวมเฉลี�ยเท่ากับ  
1 เปอร์เซึ้็นต์ โดยนำ�าหนักขึ้องนำ�ายางสดที�ใช้ในการผลิต หร่อ
ประมาณ 2 เปอร์เซึ้็นต์ โดยนำ�าหนักขึ้องผลิตภัณฑ์นำ�ายางขึ้้น
ที�ผลติได ้(Wanseng et al.,2017) สว่นใหญจ่ัะกำาจัดัทิ�งไปโดย
การนำาไปถุมที�ถุมถุนนหร่อเผาทิ�งซึ้้�งเป็นการจััดการขึ้องเสีย
ที�ไม่เหมาะสมก่อให้เกิดมลพื่ิษต่อสิ�งแวดล้อม และยังมีส่วนที�
เหล่อถุูกกองทิ�งสะสมอยู่ในพื่่�นที�โรงงานก่อให้เกิดปัญหาด้าน
กลิ�นและเกดินำ�าชะลา้งซึ้้�งมสีารเคมีรวมถุง้แอมโมเนยีปนเป้�อน 

 จัากการศ้กษาพื่บว่า กากขึ้ี�แป้งมีองค์ประกอบขึ้อง 
ธาตุอาหารต่าง ๆ ที�อยู่ในกากขึ้ี�แป้งจัะพื่บว่าประกอบด้วย 
ไนโตรเจัน ฟอสฟอรสั (P

2
O

5
) โพื่แทสเซึ้ยีม(K

2
O) แมกนเีซึ้ยีม  

และยังมีสังกะสี (Zinc, Zn) โดยคิดเป็นค่าเฉลี�ยอยู่ในช่วง  
2.06-2.31,19.4-19.6 (asP

2
O

5
), 1.5-1.8 (asK

2
O), 5.24-5.31,  

และ 1.01-1.05% นำ�าหนกัแหง้ตามลำาดบั (วลยัพื่ร ผอ่นผนั, 2547) 
ซึ้้�งกากขึ้ี�แปง้สว่นใหญเ่ปน็องคป์ระกอบขึ้องโปรตนี และแอมโมเนยี 
ที�รวมกับแมกนีเซีึ้ยมในรูปตะกอนโลหะไอออนในนำ�ายาง  
ส่วนโพื่แทสเซึ้ียมเป็นองค์ประกอบขึ้องธาตุอาหารในดิน  
(ณิชาภา มินาบูลย์ และคณะ, 2565) การนำากากขึ้ี�แป้งจัาก

อุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นมาใช้ประโยชน์จั้งเป็นไปได้ เน่�องจัาก 
กากขึ้ ี�แป้งสามารถุนำาไปใช้เป็นปุ�ยในรูปแบบปุ�ยนำ�าและ 
ปุ�ยเม็ดได้หร่ออาจันำาไปปรับปรุงต่อเพื่่�อผลิตเป็นวัสดุอ่�น  
ทั�งนี�การเล่อกใช้กากขึ้ี�แป้งมาใช้ประโยชน์อย่างเหมาะสม
นับว่าเป็นการบริหารจััดการด้านมลพื่ิษและสิ�งแวดล้อมขึ้อง
โรงงานอุตสาหกรรมผลิตนำ�ายางขึ้้น (เสาวนีย์ ก่อวุฒิกุลรังษี  
และคณะ 2553) Jutarut et al., (2018) การใช้ขึ้องเหล่อทิ�ง
จัากอุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้นเพื่่�อหมักด้วยการเติมจัุลินทรีย์ 
ที�มปีระสทิธภิาพื่มลูสกุร และมลูไกล่งในวสัดทุี�หมกัในอตัราสว่น 
10, 20 และ 30 โดยนำ�าหนกัเป็นตวักระตุน้หมักปุ�ยได้ด ีและพื่บว่า 
การเจัริญเติบโตขึ้องผักคะน้าหลังจัากใส่ปุ�ยหมักให้
ผลผลิตนำ�าหนักสดสูงกว่าการใช้ปุ�ยเคมี นอกจัากนี� 
นภารัตน์ ไวยเจัริญ (2566) ผลการนำากากขึ้ี�แป้งมาใช้เป็น
ปุ�ยสำาหรับการปลูกหญ้านวลน้อย พื่บว่าให้ผลดีกว่าการ
ใช้ปุ�ยเคมี เม่�อปลูกในแปลงใหญ่ขึ้้�นต้นทุนการเตรียมกาก
ขึ้ี�แป้งที�เป็นแผ่นแห้งมูลค่าเพื่ียง 1.3 บาทต่อกิโลกรัมแห้ง  
สรุปได้ว่ามีศักยภาพื่สูงในการใช้ประโยชน์ขึ้องเสียใน
รูปกากขึ้ี�แป้ง ซึ้้�งสามารถุใช้เป็นปุ�ยทดแทนปุ�ยเคมีใน 
การปลูกนวลน้อยได้โดยไม่ต้องผ่านการหมักปุ�ยก่อน 

 ผู้วิจััยจั้งมีความสนใจัหาวิธีการนำากากขึ้ี�แป้ง
จัากโรงงานนำ�ายางข้ึ้นมาผลิตเป็นปุ�ยหมัก โดยศ้กษ า
อัตราส่วนที�เหมาะสมและคุณลักษณะทางกายภาพื่  
ธาตุอาหารหลักขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งเพื่่�อช่วยเพื่ิ�มผลผลิต
ทางการเกษตร สามารถุนำาไปใช้ปรับปรุงคุณภาพื่ดินให ้
ดีขึ้้�นในการเพื่ิ�มความร่วนให้กับดินลดต้นทุนการผลิต และยัง
ลดปริมาณการใช้ปุ�ยเคมีก่อให้เกิดและไม่ก่อผลกระทบต่อ 
สิ�งแวดล้อมเป็นเกษตรที�ยั�งย่นต่อไป

วสัดอุปุกรณ์และวิธีการศึึกษา

1. วิเคราะหส์มบติักากขี�แป้งทางกายภาพและเคมี 
 การเก็บตัวอย่างกากขึ้ี�แป้งจัำานวนสองโรงงาน 
ที�ผลิตนำ�ายางขึ้้นพื่่�นที�อำาเภอสิเกา จัังหวัดตรัง จัากนั�นนำา
ตัวอย่างกากขึ้ี�แป้งไปตากแดดให้แห้งซึ้้�งใช้เวลา 3-4 วัน  
จัากนั�นนำาไปบดกับเคร่�องบดละเอียด โดยผ่านตะแกรงร่อน  
ขึ้นาด 1.00 มิลลิเมตร โดยกากขึ้ี�แป้งที�ผ่านการบดแล้วเก็บไว้ 
ในถุุงซึ้ิปล็อคเพื่่�อเก็บรักษาความช่�นเพื่่�อนำาไปวิเคราะห์  
โดยนำาวิเคราะห์สมบัติต่างๆ ก่อนการทดลอง ได้แก่  
ค่าความช่�น ความเป็นกรด-ด่าง (pH) และปริมาณธาตุอาหาร
หลัก ธาตุไนโตรเจันทั�งหมด ธาตุฟอสฟอรัสทั�งหมด และธาตุ

profit of 1,537.80 Baht per production cycle. In conclusion, the production of compost from concentrated latex sludge 
contained primary micronutrients and had potential for promoting plant growth as a soil conditioner. 

Keywords: Latex sludge, compost, soil amendment
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บทคดัย่อ 
การวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อศ้กษาอัตราส่วนที�เหมาะสมและศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักที�อัตราส่วนผสมแตกต่างกัน  
4 ชุดการทดลอง ที�อัตราส่วยผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย : มูลวัว เท่ากับ 3.0:0:0 2.0:0.5:0.5 2.0:1.0:0 และ  
2.0: 0:1.0 โดยศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักระหว่างการหมัก ได้แก่ ค่าอุณหภูมิ ค่าความช่�น ค่าความเป็นกรด-ด่าง  
ค่าการนำาไฟฟ้า และค่าอินทรียวัตถุุ ผลการศ้กษาพื่บว่า ปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งโรงงานนำ�ายางข้ึ้นใช้ระยะเวลากระบวนการ
หมักสมบูรณ์เป็น ระยะเวลา 50 วัน มีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิเฉลี�ย 29.80-38.06 องศาเซึ้ลเซีึ้ยส มีค่าเฉลี�ยความช่�น  
78.92 - 81.82 เปอร์เซ็ึ้นต์ มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง 8.34 - 8.48 มีค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า 3.18 - 6.13 เดซึ้ิซึ้ีเมน
ต่อเมตร และมีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุ 38.51-42.71 สำาหรับธาตุอาหารหลักขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งและความคุ้มค่าทาง
เศรษฐ ศาสตร์ผลตอบแทนจัากการลงทุนพื่บว่าชุดการทดลองที� 2 มีความเหมาะสมมากที�สุด เน่�องจัากชุดการทดลองที� 2  
มีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมมากที�สุด โดยมีค่าธาตุไนโตรเจันร้อยละ 4 มีค่าฟอสฟอรัส (P

2
O

5
) ร้อยละ 0.95 และ 

มีค่าโพื่แทสเซึ้ียม (K
2
O) ร้อยละ 0.39 เม่�อนำาปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งมาประเมินความคุ้มค่าทางเศรษฐศาสตร์ผลตอบแทนจัากการ

ลงทุ น เท่ากับ 48.47 เปอร์เซึ้็นต์ มีกำาไรสุทธิเฉลี�ย เท่ากับ 1,537.60 บาทต่อรอบการผลิต ซึ้้�งการทำาปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นมีธาตุอาหารที�พื่่ชต้องการต่อการเจัริญเติบโตขึ้องพื่่ชได้  

ค�าส�าคญั: กากขึ้ี�แป้ง, ปุ�ยหมัก, วัสดุปรับปรุงดิน 

Abstract
This research investigated the production of compost from concentrated latex sludge as a conditioner and studied the 
properties of the compost in four different experiments using different ratios of composting ingredients: concentrated 
latex sludge, urea, and cow manure. The different ratios were used were: 3.0:0:0, 2.0:0.5:0.5, 2.0:1.0:0, and 2.0:0:1.0, 
respectively. All compost formulations were analyzed for their properties, specifically the average of: temperature, 
moisture content, pH, electrical conductivity, and organic matter. It was shown that a suitable compost fermentation 
period lasted for 50 days. The properties of the compost derived from concentrated latex sludge included an average 
temperature range of 29.80-38.06 °C, the percentage of moisture content ranged from 78.92% to 81.82%, pH was 
between 8.34 - 8.48, electrical conductivity (EC) was 3.18 - 6.13 decisiemens/meter, and quantity of organic matter 
ranged from 38.51%-42.71%. Among treatments, the compost in the second treatment with the ratio 2.0:0.5:0.5 was 
found to be the most suitable, showing the greatest economic value and investment return due to its superior N: P: K 
content which was the highest in the experiment. Specifically, the percentage contents of N, P, K were 4, 0.95%, and 
0.39% respectively. In analysis of economical value, the compost yielded a return on investment 48.47% and a net 
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  3. ธาตุโพื่แทสเซึ้ียมทั�งหมด (Total K
2
O)  

โดยวิธี Flame Photometer Method โดยโพื่แทสเซึ้ียม
ที�อยู่ในรูปขึ้องสารละลายจัะถุูกความร้อนจัากเปลวไฟ 
ทำาให้เปลี�ยนเป็นอะตอม อะตอมขึ้องโพื่แทสเซึ้ียมจัะปลด
ปล่อยพื่ลังงานแสงออกมาเป็นปฏิภาคโดยตรงกับจัำานวน
อะตอมขึ้องโพื่แทสเซีึ้ยมที�มีอยู่ในสารละลายตัวอย่าง  
(กรมวิชาการเกษตร, 2551)

4. การวิเคราะหข้์อมลูทางสถิติ
 การวิเคราะห์ขึ้้อมูลด้วยการทดสอบความแตกต่าง 
ขึ้องค่าเฉลี�ย โดยใช้การวิเคราะห์ความแปรปรวน ANOA  
เปรียบเทียบความแตกต่างขึ้องค่าเฉลี�ย โดยวิธี Duncan ‘s  
new multiple range test (DMRT) กำาหนดความเช่�อมั�น 
ทางสถุิติที�ระดับ 0.05 โดยใช้โปรแกรม SPSS

ผลการวิจยัและอภิปรายผล 

1. ลกัษณะทางกายภาพและเคมีกากขี�แป้ง
 กากขึ้ี�แป้งที�จัะนำามาใช้เป็นวัสดุตั�งต้น สำาหรับ 
ทำาปุ�ยหมัก ซึ้้�งมีค่าความช่�น ค่าความเป็นกรด-ด่าง ค่าธาตุ
อาหารหลัก ได้แก่ ไนโตรเจัน (N) ฟอสฟอรัส (P

2
O

5
) และ 

ค่าโพื่แทสเซึ้ียม (K
2
O) อัตราส่วนคาร์บอนต่อไนโตรเจัน  

(C/N) และธาตุโลหะหนัก ได้แก่ ตะกั�ว และ สารหนู เป็นต้น  
ผลการศ้กษารายละเอียดดัง Table 2

2. สมบติัของปุ� ยหมกักากขี�แป้งระหว่างการหมกั
 2.1 ลกัษณะทางกายภาพในระหว่างการหมกั
 จัากการศ้กษาลักษณะทางกายภาพื่ขึ้อง 
ปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งจัากโรงงานผลิตนำ�ายางขึ้้นในระหว่าง
การหมัก 4 ชุดการทดลองที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง :  
ยูเรีย : มูลวัว : กากนำ�าตาล : เช่�อจัุลินทรีย์ พื่บว่าจัากการ
สังเกตจัากการเปลี�ยนแปลงขึ้องปุ�ยหมักในระหว่างการหมัก 
ซึ้้�งสังเกตสี ขึ้นาด และลักษณะขึ้องการย่อยสลายใน 
ระยะเวลาในการหมักปุ�ยจันกว่ากระบวนการหมักสมบูรณ ์
ผลการศ้กษาพื่บว่าในสัปดาห์ที� 2 ระยะเวลาการหมักได้  
14 วัน ยังไม่มีการเปลี�ยนแปลง

 ในลกัษณะขึ้องการยอ่ยสลาย และขึ้นาดขึ้องวตัถุดุบิ  
แต่สีขึ้องวัตถุุดิบมีแนวโน้มการเปลี�ยนแปลงไปจัาก
เดิมสำาหรับสัปดาห์ที� 4 ระยะเวลาการหมักได้ 28 วัน  
ทุกชุดการทดลองวัตถุุดิบเริ�มมีการเปลี�ยนสี และมีการย่อย
สลายทำาให้ขึ้นาดวัตถุุดิบมีขึ้นาดเล็กลง สำาหรับในสัปดาห์
ที� 5 ระยะเวลาการหมักได้ 35 วัน ทุกชุดการทดลอง
วัตถุุดิบเริ�มมีการเปลี�ยนสีเป็นสีนำ�าตาลเขึ้้มการย่อยสลาย  
และเริ�มเป้�อยยุ่ย และสัปดาห์ที� 6 ระหว่างวันที� 42 - 50 วัน  
ทุกชุดการทดลองวัตถุุดิบมีการเปลี�ยนสีเป็นสีดำาและ 
มีการย่อยสลายอย่างสมบูรณ์เป็นระยะเวลาหมัก 50 วัน  
ทุกชุดการทดลอง ผลการศ้กษาดัง Table 3

Table 2 Properties chemical of compost from concentrated latex sludge

Parameter Value 
Organic Fertilizer Standard of Department  

of Agriculture (2014)

pH 7.54 5.5-8.5

Moisture (%) 25.53 30

Electrical conductivity (dS/m) 1.25 Not more than 6.00 

Total nitrogen  (%) 2.22 ≥ 1.0

Total phosphorus (%) 21.60 ≥ 0.5

Total potassium (%) 2.10 ≥ 0.5

C/N Ratio (%) 18.18 ≤ 20/1

Total lead (mg/kg) 310.00 ≤ 500

Total arsenic (mg/kg) 35.00 ≤ 50
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โพื่แทสเซีึ้ยมทั�งหมด และธาตุโลหะหนัก ได้แก่ ตะกั�ว และ 
สารหนู

2. ออกแบบอตัราส่วนผสมผลิตปุ� ยหมกักากขี�แป้ง
 การผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งนำ�ายางขึ้้นเพื่่�อเป็น 
วัสดุปรับปรุงดิน วางแผนการทดลองแบบ Completely  
Randomized Design: CRD โดยแบง่ชดุการทดลอง 4 ชดุการ
ทดลอง ชุดการทดลองละ 3 ซึ้ำ�าที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง :  

ยูเรีย : มูลวัว : กากนำ�าตาล : เช่�อจัุลินทรีย์ เท่ากับ 3 : 0 : 0 :  
0.5 : 10 รายละเอียดดัง (Table 1) การผลิตปุ�ยหมักขึ้นาด 
กองปุ�ยหมักวงคอนกรีตขึ้นาด 100x35 เซึ้นติเมตร ปุ�ยหมัก  
200 กิโลกรัม ซึ้้�งในระหว่างการหมักปุ�ยรดนำ�าปริมาณ 60 ลิตร  
ต่อหน้�งชุดการทดลอง จัำานวน 3 ซึ้ำ�า หร่อ 20 ลิตร รดนำ�า 
ในช่วงเวลา 07.0-08.00 น. ทุก 7 วัน จันกว่าหมักสมบูรณ์ 
และการกลับกองปุ�ยหมัก ทุก 15 วัน 

Table 1 Mixing ratio production of compost from concentrated latex sludge

Treatment
Mixing ratio (% by weight)

Latex sludge Urea Cow dung Molasses EM

1 3.0 0 0 0.5 1.0

2 2.0 0.5 0.5 0.5 1.0

3 2.0 1.0 0 0.5 1.0

4 2.0 0 1.0 0.5 1.0

3. ศึึกษาสมบติัของปุ� ยหมกักากขี�แป้งระหว่างการหมกั
 ศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักระหว่างการหมัก ได้แก่  
ค่าอุณหภูมิ (temperature) ค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH)  
ค่าความช่�น (moisture) และค่าการนำาไฟฟ้า (EC) โดยทำาการ 
ตรวจัวัดทุกวัน สำาหรับค่าอินทรียวัตถุุ (organic matter)  
ตรวจัวัดทุก 15 วัน ซึ้้�งทำาการวิเคราะห์ช่วง 07.0-08.00 น. 
รายละเอียดการวิเคราะห์ ดังนี�

 3.1 ค่าอุณหภูมิ (temperature) การวัดปริมาณ 
ความร้อน วิเคราะห์โดยเคร่�องเทอร์โมมิเตอร์ มีหน่วยวัด
อุณหภูมิ (องศาเซึ้ลเซึ้ียส) 

 3.2 คา่ความเป็นกรด-ด่าง (pH) ขึ้องตวัอยา่งวตัถุดุบิ 
โดยใชอ้ตัราสว่นขึ้องตวัอยา่งวตัถุดุบิตอ่นำ�า เทา่กบั 3 : 50 ใชแ้ทง่
แกว้คนตวัอยา่งและนำ�าใหเ้ขึ้า้กนัเปน็เวลา 30 นาท ีแลว้ตั�งทิ�งไว้  
30 นาท ีใหต้กตะกอนและวดัคา่ความเปน็กรด-ดา่ง (pH) วเิคราะห ์
โดยเคร่�องพื่ีเอชมิเตอร์ (AOAC, 2000) 

 3.3 ค่าความช่�น (Moisture) นำาตัวอย่างวัตถุุดิบมา
ชั�งนำ�าหนัก (กรัม) แล้วบันท้กค่านำ�าหนักที�ได้เป็นนำ�าหนักก่อน
อบจัากนั�นนำาตัวอย่างวัตถุุดิบเข้ึ้าตู้อบความร้อนที�อุณหภูมิ 
103 - 105 องศาเซึ้ลเซึ้ียส 4 ชั�วโมง เม่�อครบกำาหนดตามเวลา  
นำาตวัอย่างวัตถุดุบิมาชั�งนำ�าหนักอกีครั�งเป็นนำ�าหนักหลังอบแห้ง
ทำาซึ้ำ�าจันกว่านำ�าหนักหลังอบจัะคงที� (AOAC, 2000) วิเคราะห์
โดยวิธี Oven-drying method คำานวณความช่�น ดังนี� 

 ค่าความช่�น (เปอร์เซึ้็นต์) 
 นำ�าหนักก่อนอบ - นำ�าหนักหลังอบ

นำ�าหนักก่อนอบ
X 100

 3.4 ค่าการนำาไฟฟ้า (EC) นำาตัวอย่างวัตถุุดิบ
โดยใช้อัตราส่วนผสมโดยใช้ตัวอย่างวัตถุุดิบต่อนำ�า เท่ากับ  
1 : 10 คนให้เขึ้้ากันตั�งทิ�งไว้อย่างน้อย 30 นาที แล้วนำาไป 
วดัคา่การนำาไฟฟา้ดว้ยเคร่�องวดัคา่การนำาไฟฟา้ (กรมวชิาการ
เกษตร, 2551)

 3.5 ค่าอินทรียวัตถุุ (OM) โดยวิธี Gravimetric  
Loss on Ignition นำาตัวอย่างวัตถุุดิบมาอบในเตาเผา  
ความร้อนสูงที�อุณหภูมิ 105 องศาเซึ้ลเซึ้ียส เป็นเวลา
อย่างน้อย 16 ชั�วโมง จัากนั�นเผาตัวอย่างวัตถุุดิบทั�ง  
4 ประเภทที�อุณหภูมิ 550 องศาเซึ้ลเซึ้ียส เป็นเวลา  
5 ชั�วโมง (AOAC, 2000)

 3.6 ศก้ษาคุณสมบตัปิุ�ยหมกัที�ผา่นกระบวนการหมัก
สมบูรณ์ กรมวิชาการเกษตร (2551) การวิเคราะห์ ดังนี�

  1. ธาตุไนโตรเจันทั�งหมด (total N) โดย
ใช้วิธีเจัลดาห์ (Kjeldahl method) เป็นวิธีที�สะดวกและ 
ให้ถุูกต้อง วิธีนี�มี 3 ขึ้ั�นตอน ได้แก่ ขึ้ั�นตอนการย่อย 
การกลั�น และการไทเทรต 

  2.ธาตุฟอสฟอรัสทั�งหมด (total P
2
O

3
)  

โดยวิธีวานาโดโมลิบเดตใช้กรดเขึ้้มขึ้้นผสม HClO
4
 : HNO

3
 

ในอัตราส่วน 1:2 โดยปริมาตรในการย่อยตัวอย่างปุ�ยให้อยู่ใน 
รปูสารละลายฟอสเฟต จัากนั�นทำาให้เกิดสกีบัVanadomolydate  
Reagent เกิดเป็นสารเชิงซึ้้อนวานาโดโมลิบโดฟอสเฟต  
ซึ้้�งมีสีเหล่องวัดหาปริมาณฟอสเฟตด้วยเคร่�องสเปกโทร 
โฟโตมเิตอรท์ี�ความยาวคล่�น 420 นาโนเมตร แลว้เปรยีบเทยีบ
กับกราฟขึ้องสารละลายมาตรฐานฟอสฟอรัส 
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  3. ธาตุโพื่แทสเซึ้ียมทั�งหมด (Total K
2
O)  

โดยวิธี Flame Photometer Method โดยโพื่แทสเซึ้ียม
ที�อยู่ในรูปขึ้องสารละลายจัะถุูกความร้อนจัากเปลวไฟ 
ทำาให้เปลี�ยนเป็นอะตอม อะตอมขึ้องโพื่แทสเซึ้ียมจัะปลด
ปล่อยพื่ลังงานแสงออกมาเป็นปฏิภาคโดยตรงกับจัำานวน
อะตอมขึ้องโพื่แทสเซีึ้ยมที�มีอยู่ในสารละลายตัวอย่าง  
(กรมวิชาการเกษตร, 2551)

4. การวิเคราะหข้์อมลูทางสถิติ
 การวิเคราะห์ขึ้้อมูลด้วยการทดสอบความแตกต่าง 
ขึ้องค่าเฉลี�ย โดยใช้การวิเคราะห์ความแปรปรวน ANOA  
เปรียบเทียบความแตกต่างขึ้องค่าเฉลี�ย โดยวิธี Duncan ‘s  
new multiple range test (DMRT) กำาหนดความเช่�อมั�น 
ทางสถุิติที�ระดับ 0.05 โดยใช้โปรแกรม SPSS

ผลการวิจยัและอภิปรายผล 

1. ลกัษณะทางกายภาพและเคมีกากขี�แป้ง
 กากขึ้ี�แป้งที�จัะนำามาใช้เป็นวัสดุตั�งต้น สำาหรับ 
ทำาปุ�ยหมัก ซึ้้�งมีค่าความช่�น ค่าความเป็นกรด-ด่าง ค่าธาตุ
อาหารหลัก ได้แก่ ไนโตรเจัน (N) ฟอสฟอรัส (P

2
O

5
) และ 

ค่าโพื่แทสเซึ้ียม (K
2
O) อัตราส่วนคาร์บอนต่อไนโตรเจัน  

(C/N) และธาตุโลหะหนัก ได้แก่ ตะกั�ว และ สารหนู เป็นต้น  
ผลการศ้กษารายละเอียดดัง Table 2

2. สมบติัของปุ� ยหมกักากขี�แป้งระหว่างการหมกั
 2.1 ลกัษณะทางกายภาพในระหว่างการหมกั
 จัากการศ้กษาลักษณะทางกายภาพื่ขึ้อง 
ปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งจัากโรงงานผลิตนำ�ายางขึ้้นในระหว่าง
การหมัก 4 ชุดการทดลองที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง :  
ยูเรีย : มูลวัว : กากนำ�าตาล : เช่�อจัุลินทรีย์ พื่บว่าจัากการ
สังเกตจัากการเปลี�ยนแปลงขึ้องปุ�ยหมักในระหว่างการหมัก 
ซึ้้�งสังเกตสี ขึ้นาด และลักษณะขึ้องการย่อยสลายใน 
ระยะเวลาในการหมักปุ�ยจันกว่ากระบวนการหมักสมบูรณ ์
ผลการศ้กษาพื่บว่าในสัปดาห์ที� 2 ระยะเวลาการหมักได้  
14 วัน ยังไม่มีการเปลี�ยนแปลง

 ในลกัษณะขึ้องการยอ่ยสลาย และขึ้นาดขึ้องวตัถุดุบิ  
แต่สีขึ้องวัตถุุดิบมีแนวโน้มการเปลี�ยนแปลงไปจัาก
เดิมสำาหรับสัปดาห์ที� 4 ระยะเวลาการหมักได้ 28 วัน  
ทุกชุดการทดลองวัตถุุดิบเริ�มมีการเปลี�ยนสี และมีการย่อย
สลายทำาให้ขึ้นาดวัตถุุดิบมีขึ้นาดเล็กลง สำาหรับในสัปดาห์
ที� 5 ระยะเวลาการหมักได้ 35 วัน ทุกชุดการทดลอง
วัตถุุดิบเริ�มมีการเปลี�ยนสีเป็นสีนำ�าตาลเขึ้้มการย่อยสลาย  
และเริ�มเป้�อยยุ่ย และสัปดาห์ที� 6 ระหว่างวันที� 42 - 50 วัน  
ทุกชุดการทดลองวัตถุุดิบมีการเปลี�ยนสีเป็นสีดำาและ 
มีการย่อยสลายอย่างสมบูรณ์เป็นระยะเวลาหมัก 50 วัน  
ทุกชุดการทดลอง ผลการศ้กษาดัง Table 3

Table 2 Properties chemical of compost from concentrated latex sludge

Parameter Value 
Organic Fertilizer Standard of Department  

of Agriculture (2014)

pH 7.54 5.5-8.5

Moisture (%) 25.53 30

Electrical conductivity (dS/m) 1.25 Not more than 6.00 

Total nitrogen  (%) 2.22 ≥ 1.0

Total phosphorus (%) 21.60 ≥ 0.5

Total potassium (%) 2.10 ≥ 0.5

C/N Ratio (%) 18.18 ≤ 20/1

Total lead (mg/kg) 310.00 ≤ 500

Total arsenic (mg/kg) 35.00 ≤ 50
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โพื่แทสเซีึ้ยมทั�งหมด และธาตุโลหะหนัก ได้แก่ ตะกั�ว และ 
สารหนู

2. ออกแบบอตัราส่วนผสมผลิตปุ� ยหมกักากขี�แป้ง
 การผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งนำ�ายางขึ้้นเพื่่�อเป็น 
วัสดุปรับปรุงดิน วางแผนการทดลองแบบ Completely  
Randomized Design: CRD โดยแบง่ชดุการทดลอง 4 ชดุการ
ทดลอง ชุดการทดลองละ 3 ซึ้ำ�าที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง :  

ยูเรีย : มูลวัว : กากนำ�าตาล : เช่�อจัุลินทรีย์ เท่ากับ 3 : 0 : 0 :  
0.5 : 10 รายละเอียดดัง (Table 1) การผลิตปุ�ยหมักขึ้นาด 
กองปุ�ยหมักวงคอนกรีตขึ้นาด 100x35 เซึ้นติเมตร ปุ�ยหมัก  
200 กิโลกรัม ซึ้้�งในระหว่างการหมักปุ�ยรดนำ�าปริมาณ 60 ลิตร  
ต่อหน้�งชุดการทดลอง จัำานวน 3 ซึ้ำ�า หร่อ 20 ลิตร รดนำ�า 
ในช่วงเวลา 07.0-08.00 น. ทุก 7 วัน จันกว่าหมักสมบูรณ์ 
และการกลับกองปุ�ยหมัก ทุก 15 วัน 

Table 1 Mixing ratio production of compost from concentrated latex sludge

Treatment
Mixing ratio (% by weight)

Latex sludge Urea Cow dung Molasses EM

1 3.0 0 0 0.5 1.0

2 2.0 0.5 0.5 0.5 1.0

3 2.0 1.0 0 0.5 1.0

4 2.0 0 1.0 0.5 1.0

3. ศึึกษาสมบติัของปุ� ยหมกักากขี�แป้งระหว่างการหมกั
 ศ้กษาสมบัติขึ้องปุ�ยหมักระหว่างการหมัก ได้แก่  
ค่าอุณหภูมิ (temperature) ค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH)  
ค่าความช่�น (moisture) และค่าการนำาไฟฟ้า (EC) โดยทำาการ 
ตรวจัวัดทุกวัน สำาหรับค่าอินทรียวัตถุุ (organic matter)  
ตรวจัวัดทุก 15 วัน ซึ้้�งทำาการวิเคราะห์ช่วง 07.0-08.00 น. 
รายละเอียดการวิเคราะห์ ดังนี�

 3.1 ค่าอุณหภูมิ (temperature) การวัดปริมาณ 
ความร้อน วิเคราะห์โดยเคร่�องเทอร์โมมิเตอร์ มีหน่วยวัด
อุณหภูมิ (องศาเซึ้ลเซึ้ียส) 

 3.2 คา่ความเป็นกรด-ด่าง (pH) ขึ้องตวัอยา่งวตัถุดุบิ 
โดยใชอ้ตัราสว่นขึ้องตวัอยา่งวตัถุดุบิตอ่นำ�า เทา่กบั 3 : 50 ใชแ้ทง่
แกว้คนตวัอยา่งและนำ�าใหเ้ขึ้า้กนัเปน็เวลา 30 นาท ีแลว้ตั�งทิ�งไว้  
30 นาท ีใหต้กตะกอนและวดัคา่ความเปน็กรด-ดา่ง (pH) วเิคราะห ์
โดยเคร่�องพื่ีเอชมิเตอร์ (AOAC, 2000) 

 3.3 ค่าความช่�น (Moisture) นำาตัวอย่างวัตถุุดิบมา
ชั�งนำ�าหนัก (กรัม) แล้วบันท้กค่านำ�าหนักที�ได้เป็นนำ�าหนักก่อน
อบจัากนั�นนำาตัวอย่างวัตถุุดิบเข้ึ้าตู้อบความร้อนที�อุณหภูมิ 
103 - 105 องศาเซึ้ลเซึ้ียส 4 ชั�วโมง เม่�อครบกำาหนดตามเวลา  
นำาตวัอย่างวัตถุดุบิมาชั�งนำ�าหนักอกีครั�งเป็นนำ�าหนักหลังอบแห้ง
ทำาซึ้ำ�าจันกว่านำ�าหนักหลังอบจัะคงที� (AOAC, 2000) วิเคราะห์
โดยวิธี Oven-drying method คำานวณความช่�น ดังนี� 

 ค่าความช่�น (เปอร์เซึ้็นต์) 
 นำ�าหนักก่อนอบ - นำ�าหนักหลังอบ

นำ�าหนักก่อนอบ
X 100

 3.4 ค่าการนำาไฟฟ้า (EC) นำาตัวอย่างวัตถุุดิบ
โดยใช้อัตราส่วนผสมโดยใช้ตัวอย่างวัตถุุดิบต่อนำ�า เท่ากับ  
1 : 10 คนให้เขึ้้ากันตั�งทิ�งไว้อย่างน้อย 30 นาที แล้วนำาไป 
วดัคา่การนำาไฟฟา้ดว้ยเคร่�องวดัคา่การนำาไฟฟา้ (กรมวชิาการ
เกษตร, 2551)

 3.5 ค่าอินทรียวัตถุุ (OM) โดยวิธี Gravimetric  
Loss on Ignition นำาตัวอย่างวัตถุุดิบมาอบในเตาเผา  
ความร้อนสูงที�อุณหภูมิ 105 องศาเซึ้ลเซึ้ียส เป็นเวลา
อย่างน้อย 16 ชั�วโมง จัากนั�นเผาตัวอย่างวัตถุุดิบทั�ง  
4 ประเภทที�อุณหภูมิ 550 องศาเซึ้ลเซึ้ียส เป็นเวลา  
5 ชั�วโมง (AOAC, 2000)

 3.6 ศก้ษาคุณสมบตัปิุ�ยหมกัที�ผา่นกระบวนการหมัก
สมบูรณ์ กรมวิชาการเกษตร (2551) การวิเคราะห์ ดังนี�

  1. ธาตุไนโตรเจันทั�งหมด (total N) โดย
ใช้วิธีเจัลดาห์ (Kjeldahl method) เป็นวิธีที�สะดวกและ 
ให้ถุูกต้อง วิธีนี�มี 3 ขึ้ั�นตอน ได้แก่ ขึ้ั�นตอนการย่อย 
การกลั�น และการไทเทรต 

  2.ธาตุฟอสฟอรัสทั�งหมด (total P
2
O

3
)  

โดยวิธีวานาโดโมลิบเดตใช้กรดเขึ้้มขึ้้นผสม HClO
4
 : HNO

3
 

ในอัตราส่วน 1:2 โดยปริมาตรในการย่อยตัวอย่างปุ�ยให้อยู่ใน 
รปูสารละลายฟอสเฟต จัากนั�นทำาให้เกิดสกีบัVanadomolydate  
Reagent เกิดเป็นสารเชิงซึ้้อนวานาโดโมลิบโดฟอสเฟต  
ซึ้้�งมีสีเหล่องวัดหาปริมาณฟอสเฟตด้วยเคร่�องสเปกโทร 
โฟโตมเิตอรท์ี�ความยาวคล่�น 420 นาโนเมตร แลว้เปรยีบเทยีบ
กับกราฟขึ้องสารละลายมาตรฐานฟอสฟอรัส 
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 2.3 ค่าความช่�น
 ความช่�นการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นตรวจัวัดความช่�นทุกวันตลอดระยะเวลาการ
หมักปุ�ยหมัก แสดงดัง (Figure 2) ค่าความช่�นเป็น 
ค่าที�บ่งบอกถุ้งปริมาณนำ�าในกองปุ�ยหมัก ซึ้้�งนำ�าจัะถุูก 
ใช้จัุลินทรีย์ในกระบวนการดูดซึ้้มสารอาหารและกระบวนการ
ขึ้ับถุ่ายขึ้องเสีย ผลการทดลองพื่บว่า 4 ชุดการทดลองมีค่า
ความช่�นเฉลี�ยอยู่ระหว่าง 31.65 - 38.92 เปอร์เซึ้็นต์ ระยะ
เวลาการหมัก 50 วัน มีค่าความช่�นเฉลี�ยชุดการทดลองที� 2 
3 และ4 เท่ากับ 31.63 ± 1.67 31.82 ± 2.05 และ 31.79 ± 
1.80 เปอรเ์ซึ้น็ตต์ามลำาดบั ซึ้้�งมคีา่ความช่�นไมเ่กนิผา่นเกณฑ์
มาตรฐานปุ�ยอนิทรยีก์ำาหนดใหค้า่ความช่�นไมเ่กนิ 35 เปอรเ์ซึ้น็ต์  
(กรมวิชาการเกษตร, 2557) ไม่มีความแตกต่างกันอย่าง
มีนัยสำาคัญที�ระดับ P < 0.05 แตกต่างชุดการทดลองที� 1  
ที�มีคา่ความช่�นเฉลี�ยเทา่กับ 38.92 ± 2.04 มากที�สดุ เน่�องจัาก
วตัถุดุบิในการหมกัหลกัเปน็กากขึ้ี�แป้งเพีื่ยงอยา่งเดี�ยว มขีึ้นาด
ใหญ่ และกักเก็บความช่�นได้ดี ผลการศ้กษาดัง (Table 5) 

ตลอดระยะเวลาการหมักปุ�ยหมักในช่วง 7 วันแรก พื่บว่า 
มคีา่ความช่�นมากที�สดุ แตเ่ม่�อพื่จิัารณามแีนวโนม้คา่ความช่�น
เริ�มลดลงทกุชดุการทดลอง เน่�องมาจัากในชว่งแรกตวัวตัถุดุบิ
ยังมีความช่�นอยู่ และขึ้นาดขึ้องวัตถุุดิบที�มีความหยาบ และ
ขึ้นาดใหญ่มีความสามารถุเก็บความช่�นได้ดีส่งผลให้มีค่า
ความช่�นสงูในชว่งแรก ซึ้้�งการควรควบคุมความช่�นใหเ้หมาะสม 
ต่อการย่อยสลายขึ้องจุัลินทรีย์อยู่ในช่วง 50-60 เปอร์เซึ้็นต์  
ซึ้้�งเป็นช่วงที�ทำาให้เกิดการย่อยสลายที�สูงสุด (นภารัตน์  
ไวยเจัริญ, 2554) ซึ้้�งถุ้าหากความช่�นมากเกินไปปุ�ยหมักจัะ
ถุูกอัดแน่นและลดปริมาณช่องว่างขึ้องอากาศภายในกองปุ�ย  
ทำาให้เกิดสภาพื่การขึ้าดออกซึ้ิเจันได้ (ศิรินทรา วันดี,  
2552) แต่หากความช่�นน้อยกว่า 20 เปอร์เซึ้็นต์ จัะทำาให้
จัุลินทรีย์ที�ทำาการย่อยสลายตายและการหมักปุ�ยล้มเหลว  
(ประไพื่พื่รรณ จัันทร์ทิพื่ย์, 2559) จัากการศ้กษาขึ้องธเรศ  
ศรีสถุิต (2553) การลดความช่�นในถุังหมักปุ�ยสามารถุทำาได้
โดยการพื่ลิกกลับกองปุ�ยให้เกิดการกระจัายความช่�นออกไป 
ซึ้้�งเป็นวิธีแก้ไขึ้ปัญหาความช่�นสูงในกองปุ�ย 
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ขนาดของวัตถุดิบที�มีความหยาบ และขนาดใหญ่ มี

ความสามารถเกบ็ความชื�นไดด้สี่งผลใหม้คี่าความชื�นสูงใน

ช่วงแรก ซึ�งการควรควบคุมความชื�นให้เหมาะสมต่อการ

ย่อยสลายของจุลินทรีย์อยู่ในช่วง 50-60 เปอร์เซ็นต์ ซึ�ง

เป็นช่วงที�ทําให้เกิดการย่อยสลายที�สูงสุด (นภารัตน์  

ไวยเจรญิ, 2554) ซึ�งถ้าหากความชื�นมากเกินไปปุ๋ ยหมกัจะ

ถูกอดัแน่นและลดปรมิาณช่องว่างของอากาศภายในกองปุ๋ย 

ทําให้เกิดสภาพการขาดออกซิเจนได้ (ศิรินทรา วันดี, 

2552) แต่หากความชื�นน้อยกว่า 20 เปอร์เซ็นต์ จะทําให้

จุลนิทรยี์ที�ทําการย่อยสลายตายและการหมักปุ๋ ยล้มเหลว  

(ประไพพรรณ จนัทร์ทพิย์, 2559) จากการศกึษาของธเรศ  

ศรสีถิต (2553) การลดความชื�นในถงัหมกัปุ๋ ยสามารถทํา

ได้โดยการพลิกกลบักองปุ๋ ยให้เกิดการกระจายความชื�น

ออกไป ซึ�งเป็นวธิแีกไ้ขปัญหาความชื�นสงูในกองปุ๋ ย  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 2. Changes in moisture content in all the experiments 

             during the composting process 
   

 
2.4 คาความเปนกรด-ดาง (pH) 
ค่าการนําไฟฟ้าการผลิตปุ๋ ยหมักจากกากขี�แป้ง 

นํ�ายางขน้ตรวจวดัค่าการนําไฟฟ้าทุกวนัแสดงดงั (Figure 3)  

พบว่าการผลิตปุ๋ ยหมักกากขี�แป้งทั �ง � ชุดการทดลอง 

มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง (pH) ตลอดระยะการทดลอง 

อยู่ในช่วงที� 8.34–8.48 ผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ๋ ยอินทรีย ์ 

(กรมวิชาการเกษตร, 2557) โดยกําหนดให้มีค่าความเป็น

กรด-ด่าง (pH) �.�� – �.�� ผลการศกึษาพบว่าค่าเฉลี�ยความ

เป็นกรด-ด่าง (pH) ชุดการทดลองที� 1 และ � มคี่าเฉลี�ยความ

เป็ นกรด-ด่ าง (pH) เท่ ากับ 8.34±0.54 และ �.��±0.61 

ตามลําดบั ไม่มคีวามแตกต่างกนัอย่างมนัียสาํคญัทางสถติิที�

ระดบั 0.05 สําหรบัชุดการทดลองที� � และ � ค่าเฉลี�ยความ

เป็ นกรด-ด่ าง (pH) เท่ ากั บ 8.48±0.41 และ 8.48±0.54 

แตกต่างกับชุดการทดลองที� � และ � อย่างมีนัยสําคัญ 

ที�ระดบั P < 0.05 ผลการศกึษาดงั (Table 6)  พบว่าค่าความ

เป็นกรด-ด่าง (pH) ของปุ๋ ยหมกักากขี�แป้ง 

 

 

จากการทดลองมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันโดยช่วง

เริ�มต้นของกระบวนการหมกัมคี่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) 

ของปุ๋ ยหมักจะเพิ�มสูงเรื�อย ๆ และเมื�อผ่านกระบวน 

การหมักใกล้หมักสมบูรณ์จะมีค่าความเป็นกรด-ด่าง  

(pH) ลดลงและคงที�  Huang et al., (2004) รายงานว่ า 

การเพิ�มขึ�นหรอืลดลงของค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) ใน

กองปุ๋ ยเกิดจากการทํางานของจุลินทรีย์ได้ย่อยสลาย

สารประกอบอนิทรยี์ ซึ�งจากการทดลองค่าความเป็นกรด-

ด่ างในกองปุ๋ ยหมักภายหลังหมักสมบู รณ์ แล้วจะ 

ไม่เกิดการเปลี�ยนแปลงมากที� pH อยู่ �.��-�.�� เป็นค่าที�

บ อกถึ งค วาม เข้ ม ข้ น ของไฮ โด รเจน อิ ออน  (H+)  
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Table 5  Average moisture of compost latex sludge 

from concentrated latex sludge 

Treatment 

Latex sludge : urea 

: cow manure 

Average 

moisture 

(%) 

 

  Organic Fertilizer 

Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 38.92 ± 2.04b  
 

Not more than 

35 % 

 

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 31.65 ± 1.67a 

3 (2.0 : 1 : 0) 31.82 ± 2.05a 

4 (2.0 : 0 : 1) 31.79 ± 1.80a 
 

Note. a, b The difference is statistically significant at 

the level of P < 0.05 

Table 4 Average temperature of compost from  
concentrated latex sludge

Treatment Latex sludge : urea : 
cow manure

Average temperature

(°C)

1 (3.0 : 0 : 0) 37.01 ± 4.08b

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 30.82 ± 1.37a

3 (2.0 : 1 : 0) 29.80 ± 1.34a

4 (2.0 : 0 : 1) 38.06 ± 7.75b

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05

Figure 1 Changes in  temperature in all experiments  
during the composting process.

Figure 2 Changes in moisture content in all the  
experiments during the composting process
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 2.2 ค่าอณุหภมิู
 อุณหภูมิการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี� แป้ง 
นำ�ายางข้ึ้นตรวจัวัดอุณหภูมิทุกวันตลอดระยะเวลาการ
หมักปุ�ยหมักจันอุณหภูมิคงที� แสดงดัง (Figure 1)  
พื่บว่าอัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย : มูลวัว ทั�ง 4  
ชุดการทดลองมีค่าอุณหภูมิเฉลี�ยการผลิตปุ�ยหมักจัาก 
กากขึ้ี�แป้งระยะเวลาการหมักเป็นระยะเวลา 50 วัน อุณหภูมิ 
เปน็ปจััจัยัสำาคัญในการทำาปุ�ยหมกัเน่�องจัากช่วยเรง่กระบวนการ
ทำาปุ�ยหมักและสามารถุบอกถุ้งอัตราการย่อยสลาย (Hafeez  
et al., 2018) จัุลินทรีย์ที�ปรากฏในระหว่างกระบวนการทำา 
ปุ�ยหมักจัะเป็นจัุลินทรีย์มีโซึ้ไฟล์ (mesophile) จัุลินทรีย์ที� 
เติบโตที�อุณหภูมิ 20-40 องศาเซึ้ลเซึ้ียส (Chennaou et al., 
2018) อณุหภมูทิี�เพื่ิ�มขึ้้�นภายในกองหมกัเปน็ผลขึ้องความรอ้น 
ที�เกิดขึ้้�นจัากกระบวนการย่อยสลายสารอินทรีย์โดยจัุลินทรีย์ 
ผลการทดลองพื่บว่าอณุหภมูใินแตล่ะชดุการทดลองมีอณุหภมูิ
ค่อนขึ้้างตำ�าและแนวโน้มขึ้องการเปลี�ยนแปลงขึ้องอุณหภูมิ
แต่ละชุดการทดลองมีความใกล้เคียงกัน โดยอุณหภูมิตลอด
ระยะเวลาการทดลอง มีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิ ชุดการทดลอง 
ที� 1 และ ชุดการทดลองที� 4 เท่ากับ 37.01±4.08 และ  
38.06±7.75 องศาเซึ้ลเซึ้ียส ไม่มีความแตกต่างกันอย่างมี 

นัยสำาคัญที�ระดับ P < 0.05 แต่มีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิมีความ 
แตกต่างกันกับชุดการทดลองที� 2 และ 3 เท่ากับ 30.82±1.37 
และ 29.80±1.34 องศาเซึ้ลเซึ้ียส ตามลำาดับ ผลการศ้กษา 
ดัง (Table 4) ค่าอุณหภูมิระหว่างการหมักปุ�ยหมัก กากขึ้ี�แป้ง 
ชว่งแรกชดุการทดลองที� 1-3 อณุหภมูจิัะตำ�าและจัะเพื่ิ�มขึ้้�น และ
ชุดการทดลองที� 4 อุณหภูมิในช่วงแรกขึ้้�น ลง และอุณหภูมิ 
ลดลงและคงที�จันผา่นการหมักสมบรูณ ์ซึ้้�งคา่อณุหภมูริะหวา่ง 
การหมักปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้ง ช่วงแรกจัะตำ�าและจัะเพื่ิ�มขึ้้�น  
เน่�องจัากกิจักรรมย่อยสลายทางชีวภาพื่ขึ้องจุัลินทรีย์ยิ�ง 
การเผาผลาญอาหารขึ้องจัลุนิทรยีม์ากขึ้้�นเจัรญิเตบิโตมากขึ้้�น  
อุณหภูมิที�เพื่ิ�มขึ้้�นภายในกองหมักเป็นผลขึ้องความร้อน 
ที�เกิดขึ้้�นจัากกระบวนการย่อยสลายสารอินทรีย์โดย
จัุลินทรีย์สอดคล้องกับการศ้กษาขึ้องเสาวนีย์ ก่อวุฒิกุล
รังสี และคณะ (2553) อุณหภูมิภายในระบบหมักปุ�ยก็จัะ
สูงขึ้้�น อุณหภูมิที�พื่บเม่�อสิ�นสุดกระบวนการหมักอยู่ในช่วง  
28.83 - 52.33 องศาเซึ้ลเซึ้ียส ค่าอุณหภูมิที�พื่บสูงสุดในการ
ทดลองนี�ไม่เขึ้้าช่วง Thermoplic Phase ซึ้้�งอุณหภูมิเท่ากับ 
45 - 60 องศาเซึ้ลเซึ้ยีส ในกองปุ�ยความช่�นคอ่นขึ้า้งสงู เน่�องจัาก
วัสดุหมักมีปริมาณความช่�นสูงเช่นเดี�ยวกับผลการวิจััย

Table 3 Physical changes of compost from concentrated latex sludge

Treatment
Physical changes in compost of compost from concentrated latex sludge

1 - 14 day 15 - 28 day 29 - 42 day Complete decomposition

 1

5 

                   

จากการศึกษาลักษณะทางกายภาพของ 

ปุ๋ ยหมกักากขี�แป้งจากโรงงานผลตินํ�ายางขน้ในระหว่าง 

การหมกั � ชุดการทดลองที�อตัราส่วนผสมกากขี�แป้ง :  

ยูเรยี : มูลววั : กากนํ�าตาล : เชื�อจุลนิทรยี์  พบว่าจาก

การสงัเกตจากการเปลี�ยนแปลงของปุ๋ ยหมกัในระหว่าง

การหมกัซึ�งสงัเกตสี ขนาด และลักษณะของการย่อย

สลายในระยะเวลาในการหมกัปุ๋ ยจนกว่ากระบวนการ

หมักสมบูรณ์ ผลการศึกษาพบว่าในสัปดาห์ที�  � 

ระยะเวลาการหมกัได ้�� วนั ยงัไม่มกีารเปลี�ยนแปลง 

 

ในลักษณะของการย่อยสลาย และขนาดของวัตถุดิบ  

แต่สีของวัตถุดิบมีแนวโน้มการเปลี�ยนแปลงไปจากเดิม

สําหรับสัปดาห์ที�  � ระยะเวลาการหมักได้  ��  วัน  

ทุกชุดการทดลองวตัถุดบิเริ�มมกีารเปลี�ยนส ีและมกีารย่อย

สลายทําใหข้นาดวตัถุดบิมขีนาดเลก็ลง สําหรบัในสปัดาห์

ที�  � ระยะเวลาการหมักได้ �� วัน ทุกชุดการทดลอง

วตัถุดิบเริ�มมกีารเปลี�ยนสเีป็นสนํี�าตาลเขม้การย่อยสลาย 

และเริ�มเปื� อยยุ่ย และสปัดาห์ที� � ระหว่างวนัที� �� – �� 

วนั ทุกชุดการทดลองวตัถุดบิมกีารเปลี�ยนสเีป็นสดีําและ 

มีการย่อยสลายอย่างสมบูรณ์เป็นระยะเวลาหมัก �� วนั  

ทุกชุดการทดลอง ผลการศกึษาดงั Table 3 

 

Table 3 Physical changes of compost from concentrated latex sludge 

Treatment 
Physical changes in compost of compost from concentrated latex sludge 

1 – 14 day 15 - 28 day 29 - 42 day Complete decomposition 
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�.� ค่าอณุหภมิู 

อุณหภู มิการผลิตปุ๋ ยหมักจากกากขี�แป้ ง 

นํ�ายางข้นตรวจวัดอุณหภูมิทุกวันตลอดระยะเวลาการ

หมักปุ๋ ยหมักจนอุณหภูมิคงที�  แสดงดัง (Figure �)  
พบ ว่ าอัตราส่ วนผสมกากขี� แ ป้ ง : ยู เรีย  : มู ลวัว  

ทั �ง � ชุดการทดลองมี ค่ าอุณหภู มิ เฉลี� ยการผลิต 

ปุ๋ ยหมกัจากกากขี�แป้งระยะเวลาการหมกัเป็นระยะเวลา 

�� วัน อุณหภูมิเป็นปัจจัยสําคัญในการทําปุ๋ ยหมัก

เนื�องจากช่วยเร่งกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัและสามารถบอก

ถึงอตัราการย่อยสลาย (Hafeez et al., 2018) จุลนิทรยี์ที�

ปรากฏในระหว่างกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัจะเป็นจุลนิทรยี์

มีโซไฟล์  (mesophile) จุลินทรีย์ที� เติบโตที� อุณหภูม ิ 

��–�� องศาเซลเซียส (Chennaou et al., 2018) อุณหภูมิ

ที� เพิ�มขึ�นภายในกองหมักเป็นผลของความร้อนที�
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ที� เพิ�มขึ�นภายในกองหมักเป็นผลของความร้อนที�
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จากการศึกษาลักษณะทางกายภาพของ 

ปุ๋ ยหมกักากขี�แป้งจากโรงงานผลตินํ�ายางขน้ในระหว่าง 

การหมกั � ชุดการทดลองที�อตัราส่วนผสมกากขี�แป้ง :  

ยูเรยี : มูลววั : กากนํ�าตาล : เชื�อจุลนิทรยี์  พบว่าจาก

การสงัเกตจากการเปลี�ยนแปลงของปุ๋ ยหมกัในระหว่าง

การหมกัซึ�งสงัเกตสี ขนาด และลักษณะของการย่อย

สลายในระยะเวลาในการหมกัปุ๋ ยจนกว่ากระบวนการ

หมักสมบูรณ์ ผลการศึกษาพบว่าในสัปดาห์ที�  � 

ระยะเวลาการหมกัได ้�� วนั ยงัไม่มกีารเปลี�ยนแปลง 

 

ในลักษณะของการย่อยสลาย และขนาดของวัตถุดิบ  

แต่สีของวัตถุดิบมีแนวโน้มการเปลี�ยนแปลงไปจากเดิม

สําหรับสัปดาห์ที�  � ระยะเวลาการหมักได้  ��  วัน  

ทุกชุดการทดลองวตัถุดบิเริ�มมกีารเปลี�ยนส ีและมกีารย่อย

สลายทําใหข้นาดวตัถุดบิมขีนาดเลก็ลง สําหรบัในสปัดาห์

ที�  � ระยะเวลาการหมักได้ �� วัน ทุกชุดการทดลอง

วตัถุดิบเริ�มมกีารเปลี�ยนสเีป็นสนํี�าตาลเขม้การย่อยสลาย 

และเริ�มเปื� อยยุ่ย และสปัดาห์ที� � ระหว่างวนัที� �� – �� 

วนั ทุกชุดการทดลองวตัถุดบิมกีารเปลี�ยนสเีป็นสดีําและ 

มีการย่อยสลายอย่างสมบูรณ์เป็นระยะเวลาหมัก �� วนั  

ทุกชุดการทดลอง ผลการศกึษาดงั Table 3 

 

Table 3 Physical changes of compost from concentrated latex sludge 

Treatment 
Physical changes in compost of compost from concentrated latex sludge 

1 – 14 day 15 - 28 day 29 - 42 day Complete decomposition 

 1 

   
2 

   
3 

   
4 

   
 

 

�.� ค่าอณุหภมิู 

อุณหภู มิการผลิตปุ๋ ยหมักจากกากขี�แป้ ง 

นํ�ายางข้นตรวจวัดอุณหภูมิทุกวันตลอดระยะเวลาการ

หมักปุ๋ ยหมักจนอุณหภูมิคงที�  แสดงดัง (Figure �)  
พบ ว่ าอัตราส่ วนผสมกากขี� แ ป้ ง : ยู เรีย  : มู ลวัว  

ทั �ง � ชุดการทดลองมี ค่ าอุณหภู มิ เฉลี� ยการผลิต 

ปุ๋ ยหมกัจากกากขี�แป้งระยะเวลาการหมกัเป็นระยะเวลา 

�� วัน อุณหภูมิเป็นปัจจัยสําคัญในการทําปุ๋ ยหมัก

เนื�องจากช่วยเร่งกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัและสามารถบอก

ถึงอตัราการย่อยสลาย (Hafeez et al., 2018) จุลนิทรยี์ที�

ปรากฏในระหว่างกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัจะเป็นจุลนิทรยี์

มีโซไฟล์  (mesophile) จุลินทรีย์ที� เติบโตที� อุณหภูม ิ 

��–�� องศาเซลเซียส (Chennaou et al., 2018) อุณหภูมิ

ที� เพิ�มขึ�นภายในกองหมักเป็นผลของความร้อนที�
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 2.3 ค่าความช่�น
 ความช่�นการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นตรวจัวัดความช่�นทุกวันตลอดระยะเวลาการ
หมักปุ�ยหมัก แสดงดัง (Figure 2) ค่าความช่�นเป็น 
ค่าที�บ่งบอกถุ้งปริมาณนำ�าในกองปุ�ยหมัก ซึ้้�งนำ�าจัะถุูก 
ใช้จัุลินทรีย์ในกระบวนการดูดซึ้้มสารอาหารและกระบวนการ
ขึ้ับถุ่ายขึ้องเสีย ผลการทดลองพื่บว่า 4 ชุดการทดลองมีค่า
ความช่�นเฉลี�ยอยู่ระหว่าง 31.65 - 38.92 เปอร์เซึ้็นต์ ระยะ
เวลาการหมัก 50 วัน มีค่าความช่�นเฉลี�ยชุดการทดลองที� 2 
3 และ4 เท่ากับ 31.63 ± 1.67 31.82 ± 2.05 และ 31.79 ± 
1.80 เปอรเ์ซึ้น็ตต์ามลำาดบั ซึ้้�งมคีา่ความช่�นไมเ่กนิผา่นเกณฑ์
มาตรฐานปุ�ยอนิทรยีก์ำาหนดใหค้า่ความช่�นไมเ่กนิ 35 เปอรเ์ซึ้น็ต์  
(กรมวิชาการเกษตร, 2557) ไม่มีความแตกต่างกันอย่าง
มีนัยสำาคัญที�ระดับ P < 0.05 แตกต่างชุดการทดลองที� 1  
ที�มีคา่ความช่�นเฉลี�ยเทา่กับ 38.92 ± 2.04 มากที�สดุ เน่�องจัาก
วตัถุดุบิในการหมกัหลกัเปน็กากขึ้ี�แป้งเพีื่ยงอยา่งเดี�ยว มขีึ้นาด
ใหญ่ และกักเก็บความช่�นได้ดี ผลการศ้กษาดัง (Table 5) 

ตลอดระยะเวลาการหมักปุ�ยหมักในช่วง 7 วันแรก พื่บว่า 
มคีา่ความช่�นมากที�สดุ แตเ่ม่�อพื่จิัารณามแีนวโนม้คา่ความช่�น
เริ�มลดลงทกุชดุการทดลอง เน่�องมาจัากในชว่งแรกตวัวตัถุดุบิ
ยังมีความช่�นอยู่ และขึ้นาดขึ้องวัตถุุดิบที�มีความหยาบ และ
ขึ้นาดใหญ่มีความสามารถุเก็บความช่�นได้ดีส่งผลให้มีค่า
ความช่�นสงูในชว่งแรก ซึ้้�งการควรควบคุมความช่�นใหเ้หมาะสม 
ต่อการย่อยสลายขึ้องจุัลินทรีย์อยู่ในช่วง 50-60 เปอร์เซึ้็นต์  
ซึ้้�งเป็นช่วงที�ทำาให้เกิดการย่อยสลายที�สูงสุด (นภารัตน์  
ไวยเจัริญ, 2554) ซึ้้�งถุ้าหากความช่�นมากเกินไปปุ�ยหมักจัะ
ถุูกอัดแน่นและลดปริมาณช่องว่างขึ้องอากาศภายในกองปุ�ย  
ทำาให้เกิดสภาพื่การขึ้าดออกซึ้ิเจันได้ (ศิรินทรา วันดี,  
2552) แต่หากความช่�นน้อยกว่า 20 เปอร์เซึ้็นต์ จัะทำาให้
จัุลินทรีย์ที�ทำาการย่อยสลายตายและการหมักปุ�ยล้มเหลว  
(ประไพื่พื่รรณ จัันทร์ทิพื่ย์, 2559) จัากการศ้กษาขึ้องธเรศ  
ศรีสถุิต (2553) การลดความช่�นในถุังหมักปุ�ยสามารถุทำาได้
โดยการพื่ลิกกลับกองปุ�ยให้เกิดการกระจัายความช่�นออกไป 
ซึ้้�งเป็นวิธีแก้ไขึ้ปัญหาความช่�นสูงในกองปุ�ย 
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ขนาดของวัตถุดิบที�มีความหยาบ และขนาดใหญ่ มี

ความสามารถเกบ็ความชื�นไดด้สี่งผลใหม้คี่าความชื�นสูงใน

ช่วงแรก ซึ�งการควรควบคุมความชื�นให้เหมาะสมต่อการ

ย่อยสลายของจุลินทรีย์อยู่ในช่วง 50-60 เปอร์เซ็นต์ ซึ�ง

เป็นช่วงที�ทําให้เกิดการย่อยสลายที�สูงสุด (นภารัตน์  

ไวยเจรญิ, 2554) ซึ�งถ้าหากความชื�นมากเกินไปปุ๋ ยหมกัจะ

ถูกอดัแน่นและลดปรมิาณช่องว่างของอากาศภายในกองปุ๋ย 

ทําให้เกิดสภาพการขาดออกซิเจนได้ (ศิรินทรา วันดี, 

2552) แต่หากความชื�นน้อยกว่า 20 เปอร์เซ็นต์ จะทําให้

จุลนิทรยี์ที�ทําการย่อยสลายตายและการหมักปุ๋ ยล้มเหลว  

(ประไพพรรณ จนัทร์ทพิย์, 2559) จากการศกึษาของธเรศ  

ศรสีถิต (2553) การลดความชื�นในถงัหมกัปุ๋ ยสามารถทํา

ได้โดยการพลิกกลบักองปุ๋ ยให้เกิดการกระจายความชื�น

ออกไป ซึ�งเป็นวธิแีกไ้ขปัญหาความชื�นสงูในกองปุ๋ ย  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 2. Changes in moisture content in all the experiments 

             during the composting process 
   

 
2.4 คาความเปนกรด-ดาง (pH) 
ค่าการนําไฟฟ้าการผลิตปุ๋ ยหมักจากกากขี�แป้ง 

นํ�ายางขน้ตรวจวดัค่าการนําไฟฟ้าทุกวนัแสดงดงั (Figure 3)  

พบว่าการผลิตปุ๋ ยหมักกากขี�แป้งทั �ง � ชุดการทดลอง 

มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง (pH) ตลอดระยะการทดลอง 

อยู่ในช่วงที� 8.34–8.48 ผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ๋ ยอินทรีย ์ 

(กรมวิชาการเกษตร, 2557) โดยกําหนดให้มีค่าความเป็น

กรด-ด่าง (pH) �.�� – �.�� ผลการศกึษาพบว่าค่าเฉลี�ยความ

เป็นกรด-ด่าง (pH) ชุดการทดลองที� 1 และ � มคี่าเฉลี�ยความ

เป็ นกรด-ด่ าง (pH) เท่ ากับ 8.34±0.54 และ �.��±0.61 

ตามลําดบั ไม่มคีวามแตกต่างกนัอย่างมนัียสาํคญัทางสถติิที�

ระดบั 0.05 สําหรบัชุดการทดลองที� � และ � ค่าเฉลี�ยความ

เป็ นกรด-ด่ าง (pH) เท่ ากั บ 8.48±0.41 และ 8.48±0.54 

แตกต่างกับชุดการทดลองที� � และ � อย่างมีนัยสําคัญ 

ที�ระดบั P < 0.05 ผลการศกึษาดงั (Table 6)  พบว่าค่าความ

เป็นกรด-ด่าง (pH) ของปุ๋ ยหมกักากขี�แป้ง 

 

 

จากการทดลองมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันโดยช่วง

เริ�มต้นของกระบวนการหมกัมคี่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) 

ของปุ๋ ยหมักจะเพิ�มสูงเรื�อย ๆ และเมื�อผ่านกระบวน 

การหมักใกล้หมักสมบูรณ์จะมีค่าความเป็นกรด-ด่าง  

(pH) ลดลงและคงที�  Huang et al., (2004) รายงานว่ า 

การเพิ�มขึ�นหรอืลดลงของค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) ใน

กองปุ๋ ยเกิดจากการทํางานของจุลินทรีย์ได้ย่อยสลาย

สารประกอบอนิทรยี์ ซึ�งจากการทดลองค่าความเป็นกรด-

ด่ างในกองปุ๋ ยหมักภายหลังหมักสมบู รณ์ แล้วจะ 

ไม่เกิดการเปลี�ยนแปลงมากที� pH อยู่ �.��-�.�� เป็นค่าที�

บ อกถึ งค วาม เข้ ม ข้ น ของไฮ โด รเจน อิ ออน  (H+)  

ที�มีความสัมพันธ์ต่ อการเจริญเติบโตของจุลินทรีย ์

แสดงถึงสภาพความเป็นกรดหรือเป็นด่างในปุ๋ยหมัก  

ซึ�งค่ากรด-ด่าง (pH) ของวัสดุที�ทําปุ๋ ยหมักจะส่งผลต่อ

อตัราการทําปุ๋ ยหมกัมีรายงานว่ากรด-ด่าง (pH) มีสภาพ

เป็นกรดในการทาํปุ๋ ยหมกัที�ด ี(Ameen, A.et.al, 2016) 

 
 

 

 

 

ท………………………………………………………………………………… 

Table 5  Average moisture of compost latex sludge 

from concentrated latex sludge 

Treatment 

Latex sludge : urea 

: cow manure 

Average 

moisture 

(%) 

 

  Organic Fertilizer 

Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 38.92 ± 2.04b  
 

Not more than 

35 % 

 

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 31.65 ± 1.67a 

3 (2.0 : 1 : 0) 31.82 ± 2.05a 

4 (2.0 : 0 : 1) 31.79 ± 1.80a 
 

Note. a, b The difference is statistically significant at 

the level of P < 0.05 

Table 4 Average temperature of compost from  
concentrated latex sludge

Treatment Latex sludge : urea : 
cow manure

Average temperature

(°C)

1 (3.0 : 0 : 0) 37.01 ± 4.08b

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 30.82 ± 1.37a

3 (2.0 : 1 : 0) 29.80 ± 1.34a

4 (2.0 : 0 : 1) 38.06 ± 7.75b

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05

Figure 1 Changes in  temperature in all experiments  
during the composting process.

Figure 2 Changes in moisture content in all the  
experiments during the composting process

Table 5 Average moisture of compost latex sludge 
from concentrated latex sludge

Treatment
Latex sludge : urea : 

cow manure

Average  
moisture 

(%)

Organic 
Fertilizer 
Standard

1 (3.0 : 0 : 0) 38.92 ± 2.04b

Not more than
35 %

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 31.65 ± 1.67a

3 (2.0 : 1 : 0) 31.82 ± 2.05a

4 (2.0 : 0 : 1) 31.79 ± 1.80a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05
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 2.2 ค่าอณุหภมิู
 อุณหภูมิการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี� แป้ง 
นำ�ายางข้ึ้นตรวจัวัดอุณหภูมิทุกวันตลอดระยะเวลาการ
หมักปุ�ยหมักจันอุณหภูมิคงที� แสดงดัง (Figure 1)  
พื่บว่าอัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย : มูลวัว ทั�ง 4  
ชุดการทดลองมีค่าอุณหภูมิเฉลี�ยการผลิตปุ�ยหมักจัาก 
กากขึ้ี�แป้งระยะเวลาการหมักเป็นระยะเวลา 50 วัน อุณหภูมิ 
เปน็ปจััจัยัสำาคัญในการทำาปุ�ยหมกัเน่�องจัากช่วยเรง่กระบวนการ
ทำาปุ�ยหมักและสามารถุบอกถุ้งอัตราการย่อยสลาย (Hafeez  
et al., 2018) จัุลินทรีย์ที�ปรากฏในระหว่างกระบวนการทำา 
ปุ�ยหมักจัะเป็นจัุลินทรีย์มีโซึ้ไฟล์ (mesophile) จัุลินทรีย์ที� 
เติบโตที�อุณหภูมิ 20-40 องศาเซึ้ลเซึ้ียส (Chennaou et al., 
2018) อณุหภมูทิี�เพื่ิ�มขึ้้�นภายในกองหมกัเปน็ผลขึ้องความรอ้น 
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การสงัเกตจากการเปลี�ยนแปลงของปุ๋ ยหมกัในระหว่าง

การหมกัซึ�งสงัเกตสี ขนาด และลักษณะของการย่อย

สลายในระยะเวลาในการหมกัปุ๋ ยจนกว่ากระบวนการ

หมักสมบูรณ์ ผลการศึกษาพบว่าในสัปดาห์ที�  � 

ระยะเวลาการหมกัได ้�� วนั ยงัไม่มกีารเปลี�ยนแปลง 

 

ในลักษณะของการย่อยสลาย และขนาดของวัตถุดิบ  

แต่สีของวัตถุดิบมีแนวโน้มการเปลี�ยนแปลงไปจากเดิม
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ที�  � ระยะเวลาการหมักได้ �� วัน ทุกชุดการทดลอง

วตัถุดิบเริ�มมกีารเปลี�ยนสเีป็นสนํี�าตาลเขม้การย่อยสลาย 

และเริ�มเปื� อยยุ่ย และสปัดาห์ที� � ระหว่างวนัที� �� – �� 

วนั ทุกชุดการทดลองวตัถุดบิมกีารเปลี�ยนสเีป็นสดีําและ 

มีการย่อยสลายอย่างสมบูรณ์เป็นระยะเวลาหมัก �� วนั  
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�.� ค่าอณุหภมิู 

อุณหภู มิการผลิตปุ๋ ยหมักจากกากขี�แป้ ง 

นํ�ายางข้นตรวจวัดอุณหภูมิทุกวันตลอดระยะเวลาการ

หมักปุ๋ ยหมักจนอุณหภูมิคงที�  แสดงดัง (Figure �)  
พบ ว่ าอัตราส่ วนผสมกากขี� แ ป้ ง : ยู เรีย  : มู ลวัว  

ทั �ง � ชุดการทดลองมี ค่ าอุณหภู มิ เฉลี� ยการผลิต 

ปุ๋ ยหมกัจากกากขี�แป้งระยะเวลาการหมกัเป็นระยะเวลา 

�� วัน อุณหภูมิเป็นปัจจัยสําคัญในการทําปุ๋ ยหมัก

เนื�องจากช่วยเร่งกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัและสามารถบอก

ถึงอตัราการย่อยสลาย (Hafeez et al., 2018) จุลนิทรยี์ที�

ปรากฏในระหว่างกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัจะเป็นจุลนิทรยี์

มีโซไฟล์  (mesophile) จุลินทรีย์ที� เติบโตที� อุณหภูม ิ 

��–�� องศาเซลเซียส (Chennaou et al., 2018) อุณหภูมิ

ที� เพิ�มขึ�นภายในกองหมักเป็นผลของความร้อนที�
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เนื�องจากช่วยเร่งกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัและสามารถบอก

ถึงอตัราการย่อยสลาย (Hafeez et al., 2018) จุลนิทรยี์ที�

ปรากฏในระหว่างกระบวนการทําปุ๋ ยหมกัจะเป็นจุลนิทรยี์

มีโซไฟล์  (mesophile) จุลินทรีย์ที� เติบโตที� อุณหภูม ิ 

��–�� องศาเซลเซียส (Chennaou et al., 2018) อุณหภูมิ

ที� เพิ�มขึ�นภายในกองหมักเป็นผลของความร้อนที�
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Table 7 Average electrical conductivity of compost 
latex sludge from concentrated latex sludge

Treatment 
Latex sludge : urea : 

cow manure

Average electrical 
conductivity

(dS/m)

Organic  
Fertilizer  
Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 3.18±0.66a Not more than  
6 dS/m

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 5.85±1.06b

3 (2.0 : 1 : 0) 5.24±1.19b

4 (2.0 : 0 : 1) 3.41±0.34a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05

 
 
 

 
 

 
 

 
 Figure 4 Changes in electrical conductivities (EC) in all 

experiments during the composting process

 2.6 ค่าอินทรียวตัถ ุ(organic matter) 
 อินทรยีวตัถุกุารผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แปง้ตรวจัวัด
ค่าอินทรียวัตถุุทุก 15 วัน ตลอดระยะเวลาการหมักปุ�ยหมัก  
พื่บว่ามีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุทั�ง 4 ชุดการทดลองอยู่ในช่วงที�  
38.51 - 42.71 ทุกชุดการทดลองมีปริมาณอินทรียวัตถุุไม่
ตำ�ากว่า30 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนักผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ�ย
หมักอินทรีย์ (กรมวิชาการเกษตร, 2557) พื่บว่าค่าเฉลี�ย 
อนิทรยีวตัถุ ุชดุการทดลองที� 1 3 และ 4 มคีา่เฉลี�ยอนิทรยีวตัถุุ  
เท่ากับ 38.86±4.18 39.78±8.02 และ 38.51±8.03  
ตามลำาดับ ไม่มีความแตกต่างกันอย่างมีนัยสำาคัญที�ระดับ  
P < 0.05 ซึ้้�งแตกตา่งกบัชดุการทดลองที� 2 ที�มคีา่อนิทรยีวตัถุุ
เท่ากับ 42.71±6.62 ซึ้้�งมีปริมาณความช่�นมากที�สุดเน่�องจัาก
อตัราส่วนผสมประกอบด้วยกากขึ้ี�แปง้ ปุ�ยยเูรยี และมูลววั ซึ้้�งมี
ความสามารถุในการกักเก็บความช่�นได้ดจีัง้สง่ผลให้มคีวามช่�น
มากที�สุดผลการศ้กษาดัง (Table 8) เน่�องจัากชุดการทดลอง
ที� 2 มีธาตุอาหารที�เป็นประโยชน์สำาหรับการเจัริญเติบโตขึ้อง
พื่ช่ผลติจัากวสัดอุนิทรยีข์ึ้องเสยีจัากกากขึ้ี�แปง้ มลูววั จัากการ
ทดลองปรมิาณอนิทรยีวตัถุทุี�มแีนวโนม้ลดลงซึ้้�งในชว่งเริ�มตน้

ขึ้องการหมัก พื่บว่ามีปริมาณอินทรียวัตถุุอยู่ใน 10 วันแรก 
38.50 - 53.16 เปอรเ์ซึ้น็ตโ์ดยนำ�าหนกั โดยชุดการทดลองที� 1 2 
3 และ 4 มปีรมิาณอนิทรยีวตัถุเุทา่กบั 40.55±1.20 52.45±2.22 
52.35±3.10 และ 52.05±4.23 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนัก และจัะ
มีแนวโน้มปริมาณอินทรีย์ลดลงตามระยะเวลาการหมักโดยมี
ปรมิาณอนิทรยีวตัถุมุคีา่คงที�หรอ่มเีปลี�ยนแปลงเพื่ยีงเลก็นอ้ย 
เม่�อสิ�นสดุระยะเวลาการหมกัที� 50 วนั ปรมิาณอนิทรยีวตัถุลุด
ลงอยู่ในช่วง 35.20-40.55 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนัก เม่�อสิ�นสุด
ระยะเวลาการหมกัที� 50 วนั โดยปรมิาณอนิทรยีวตัถุทุี�หายไป
จัะอยู่ในแหล่งอาหาร และพื่ลังงานให้กับจุัลินทรีย์ การลดลง
ขึ้องปริมาณอินทรียวัตถุุเป็นผลมาจัากการที�ปริมาณอินทรีย์
คาร์บอนในวัสดุถุูกย่อยสลายและนำาไปใช้เป็นแหล่งพื่ลังงาน
โดยจุัลินทรีย์ปริมาณอินทรีย์คาร์บอนจัะมีความสัมพัื่นธ์กับ
ปริมาณอินทรียวัตถุุ ดังนั�นเม่�ออินทรีย์คาร์บอนลดลงปริมาณ
ขึ้องอินทรียวัตถุุจัะลดลงไปด้วย ซึ้้�งสอดคล้องกับการทดลอง
ขึ้อง Garcia et al., (2003) ที�ทำาให้การทดลองเกี�ยวกับการใช้
ตะกอนที�ไดจ้ัากการบดผลมะกอกผสมใบมะกอก พื่บวา่ปรมิาณ
อินทรีย์วัตถุุลดลงตลอดระยะเวลาการทดลอง

Table 8 Average organic matter of compost from concentrated latex sludge

Treatment
Latex sludge : urea : cow manure

Average  
organic matter

Organic Fertilizer  
Standard

1 (3.0 : 0 : 0) 38.86±4.18a Not lower than 30  
(% by weight)

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 42.71±6.62b

3 (2.0 : 1 : 0) 39.78±8.02a

4 (2.0 : 0 : 1) 38.51±8.03a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of P < 0.05
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 2.4 ค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH)
 ค่าการนำาไฟฟ้าการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นตรวจัวัดค่าการนำาไฟฟ้าทุกวันแสดงดัง (Figure 3)  
พื่บว่าการผลิตปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งทั�ง 4 ชุดการทดลอง 
มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง (pH) ตลอดระยะการทดลอง 
อยู่ในช่วงที� 8.34-8.48 ผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ�ยอินทรีย์  
(กรมวิชาการเกษตร, 2557) โดยกำาหนดให้มีค่าความเป็นก
รด-ด่าง (pH) 5.50 - 8.50 ผลการศ้กษาพื่บว่าค่าเฉลี�ยความ
เป็นกรด-ด่าง (pH) ชุดการทดลองที� 1 และ 4 มีค่าเฉลี�ย
ความเป็นกรด-ด่าง (pH) เท่ากับ 8.34±0.54 และ 8.38±0.61 
ตามลำาดับ ไม่มีความแตกต่างกันอย่างมีนัยสำาคัญทางสถุิติ
ที�ระดับ 0.05 สำาหรับชุดการทดลองที� 2 และ 3 ค่าเฉลี�ย
ความเป็นกรด-ด่าง (pH) เท่ากับ 8.48±0.41 และ 8.48±0.54 
แตกต่างกับชุดการทดลองที� 2 และ 3 อย่างมีนัยสำาคัญ 
ที�ระดับ P < 0.05 ผลการศ้กษาดัง (Table 6) พื่บว่าค่าความ
เป็นกรด-ด่าง (pH) ขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้ง

 จัากการทดลองมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกัน
โดยช่วงเริ�มต้นขึ้องกระบวนการหมักมีค่าความเป็นกรด-ด่าง
 (pH) ขึ้องปุ�ยหมักจัะเพื่ิ�มสูงเร่�อย ๆ และเม่�อผ่านกระบวน 
การหมักใกล้หมักสมบูรณ์จัะมีค่าความเป็นกรด-ด่าง  
(pH) ลดลงและคงที� Huang et al. (2004) รายงานว่า 
การเพื่ิ�มขึ้้�นหร่อลดลงขึ้องค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) ใน
กองปุ�ยเกิดจัากการทำางานขึ้องจัุลินทรีย์ได้ย่อยสลาย
สารประกอบอินทรีย์ ซึ้้�งจัากการทดลองค่าความเป็นก
รด-ด่างในกองปุ�ยหมักภายหลังหมักสมบูรณ์แล้วจัะ 
ไม่เกิดการเปลี�ยนแปลงมากที� pH อยู่ 8.00-8.48 เป็น
ค่าที�บอกถุ้งความเขึ้้มขึ้้นขึ้องไฮโดรเจันอิออน (H +)  
ที�มีความสัมพื่ันธ์ต่อการเจัริญเติบโตขึ้องจัุลินทรีย ์
แสดงถุ้งสภาพื่ความเป็นกรดหร่อเป็นด่างในปุ�ยหมัก  
ซึ้้�งคก่รด-ดา่ง (pH) ขึ้องวสัดทุี�ทำาปุ�ยหมกัจัะสง่ผลตอ่อตัราการ
ทำาปุ�ยหมกัมรีายงานวา่กรด-ดา่ง (pH) มสีภาพื่เปน็กรดในการ
ทำาปุ�ยหมักที�ดี (Ameen et.al, 2016)

 2.5 ค่าการน�าไฟฟ้า (electrical conductivity)
 ค่ า ก า ร นำา ไ ฟ ฟ้ า ก า ร ผ ลิ ต ปุ� ย ห มั ก จั า ก 
กากขึ้ี�แป้งตรวจัวัดค่าการนำาไฟฟ้าทุกวันแสดงดัง (Figure 4)  
พื่บว่าค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้าทั�ง 4 ชุดการทดลองตลอด
ระยะเวลาการหมักมีค่าการนำาไฟฟ้า (EC) อยู่ในช่วงที�  
3.18-5.85 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร ซึ้้�งมีค่าการนำาไฟฟ้า (EC)  
ที�ผา่นเกณฑม์าตรฐานปุ�ยอนิทรยี ์โดยกำาหนดใหม้คีา่การนำาไฟฟา้
ไมเ่กิน 10 เดซิึ้ซึ้เีมนต่อเมตร (กรมวิชาการเกษตร, 2557) ซึ้ี�งใน
การผลติปุ�ยจัากกากขึ้ี�แปง้ใชร้ะยะเวลาการหมกั 50 วนั ผลการ
ศ้กษาดงั (Table 7) พื่บว่าชุดการทดลองที� 1 และ 4 มีคา่เฉลี�ย

การนำาไฟฟ้า (EC) เท่ากับ 3.18±0.66 และ 3.41±0.34 ตาม
ลำาดบั ไมม่คีวามแตกตา่งกนัอยา่งมนียัสำาคัญที�ระดบั P < 0.05  
แต่สำาหรับชุดการทดลองที� 2 และ 3 ค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า  
(EC) เท่ากับ 5.85±1.06 และ 5.24±1.19 แตกต่างกัน
อย่างมีนัยสำาคัญที�ระดับ P < 0.05 จัากชุดการทดลอง
ดังกล่าวค่าการนำาไฟฟ้าขึ้้�นอยู่กับปริมาณอัตราส่วนผสม
ปุ�ยยูเรียและมูลวัวเช่นเดียวกับการศ้กษาขึ้องวิจัิตรา  
นามจัิตร (2563) ค่าการนำาไฟฟ้าขึ้องวัตถุุดิบมูลวัวเท่ากับ  
5.98 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร

Table 6 Average (pH) of compost latex sludge from 
concentrated latex sludge

 Treatment 
Latex sludge : urea : 

Average 
(pH)

Organic Fertilizer 
Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 8.34±0.54a 

5.5 - 8.5
2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 8.48±0.41b

3 (2.0 : 1 : 0) 8.48±0.54b

4 (2.0 : 0 : 1) 8.38±0.61a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05

Figure 3 Changes in electrical conductivities (EC) in all 
experiments during the composting process

 
 
 

 
 

 
 

 
 

(กรมวิชาการการเกษตร, 2557) โดยก�ำหนดให้มีค่าความเป็น 
กรด-ด่าง (pH) 5.50 - 8.50 ผลการศึกษาพบว่าค่าเฉลี่ยความ สารประกอบอินทรีย์ ซึ่งจากการทดลองค่าความเป็น 

กรด-ด่างในกองปุ ๋ยหมักภายหลังหมักสมบูรณ์แล้วจะ 
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Table 7 Average electrical conductivity of compost 
latex sludge from concentrated latex sludge

Treatment 
Latex sludge : urea : 

cow manure

Average electrical 
conductivity

(dS/m)

Organic  
Fertilizer  
Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 3.18±0.66a Not more than  
6 dS/m

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 5.85±1.06b

3 (2.0 : 1 : 0) 5.24±1.19b

4 (2.0 : 0 : 1) 3.41±0.34a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05
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 2.6 ค่าอินทรียวตัถ ุ(organic matter) 
 อินทรยีวตัถุกุารผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แปง้ตรวจัวัด
ค่าอินทรียวัตถุุทุก 15 วัน ตลอดระยะเวลาการหมักปุ�ยหมัก  
พื่บว่ามีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุทั�ง 4 ชุดการทดลองอยู่ในช่วงที�  
38.51 - 42.71 ทุกชุดการทดลองมีปริมาณอินทรียวัตถุุไม่
ตำ�ากว่า30 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนักผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ�ย
หมักอินทรีย์ (กรมวิชาการเกษตร, 2557) พื่บว่าค่าเฉลี�ย 
อนิทรยีวตัถุ ุชดุการทดลองที� 1 3 และ 4 มคีา่เฉลี�ยอนิทรยีวตัถุุ  
เท่ากับ 38.86±4.18 39.78±8.02 และ 38.51±8.03  
ตามลำาดับ ไม่มีความแตกต่างกันอย่างมีนัยสำาคัญที�ระดับ  
P < 0.05 ซึ้้�งแตกตา่งกบัชดุการทดลองที� 2 ที�มคีา่อนิทรยีวตัถุุ
เท่ากับ 42.71±6.62 ซึ้้�งมีปริมาณความช่�นมากที�สุดเน่�องจัาก
อตัราส่วนผสมประกอบด้วยกากขึ้ี�แปง้ ปุ�ยยเูรยี และมูลววั ซึ้้�งมี
ความสามารถุในการกักเก็บความช่�นได้ดจีัง้สง่ผลให้มคีวามช่�น
มากที�สุดผลการศ้กษาดัง (Table 8) เน่�องจัากชุดการทดลอง
ที� 2 มีธาตุอาหารที�เป็นประโยชน์สำาหรับการเจัริญเติบโตขึ้อง
พื่ช่ผลติจัากวสัดอุนิทรยีข์ึ้องเสยีจัากกากขึ้ี�แปง้ มลูววั จัากการ
ทดลองปรมิาณอนิทรยีวตัถุทุี�มแีนวโนม้ลดลงซึ้้�งในชว่งเริ�มตน้

ขึ้องการหมัก พื่บว่ามีปริมาณอินทรียวัตถุุอยู่ใน 10 วันแรก 
38.50 - 53.16 เปอรเ์ซึ้น็ตโ์ดยนำ�าหนกั โดยชุดการทดลองที� 1 2 
3 และ 4 มปีรมิาณอนิทรยีวตัถุเุทา่กบั 40.55±1.20 52.45±2.22 
52.35±3.10 และ 52.05±4.23 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนัก และจัะ
มีแนวโน้มปริมาณอินทรีย์ลดลงตามระยะเวลาการหมักโดยมี
ปรมิาณอนิทรยีวตัถุมุคีา่คงที�หรอ่มเีปลี�ยนแปลงเพื่ยีงเลก็นอ้ย 
เม่�อสิ�นสดุระยะเวลาการหมกัที� 50 วนั ปรมิาณอนิทรยีวตัถุลุด
ลงอยู่ในช่วง 35.20-40.55 เปอร์เซึ้็นต์โดยนำ�าหนัก เม่�อสิ�นสุด
ระยะเวลาการหมกัที� 50 วนั โดยปรมิาณอนิทรยีวตัถุทุี�หายไป
จัะอยู่ในแหล่งอาหาร และพื่ลังงานให้กับจุัลินทรีย์ การลดลง
ขึ้องปริมาณอินทรียวัตถุุเป็นผลมาจัากการที�ปริมาณอินทรีย์
คาร์บอนในวัสดุถุูกย่อยสลายและนำาไปใช้เป็นแหล่งพื่ลังงาน
โดยจุัลินทรีย์ปริมาณอินทรีย์คาร์บอนจัะมีความสัมพัื่นธ์กับ
ปริมาณอินทรียวัตถุุ ดังนั�นเม่�ออินทรีย์คาร์บอนลดลงปริมาณ
ขึ้องอินทรียวัตถุุจัะลดลงไปด้วย ซึ้้�งสอดคล้องกับการทดลอง
ขึ้อง Garcia et al., (2003) ที�ทำาให้การทดลองเกี�ยวกับการใช้
ตะกอนที�ไดจ้ัากการบดผลมะกอกผสมใบมะกอก พื่บวา่ปรมิาณ
อินทรีย์วัตถุุลดลงตลอดระยะเวลาการทดลอง

Table 8 Average organic matter of compost from concentrated latex sludge

Treatment
Latex sludge : urea : cow manure

Average  
organic matter

Organic Fertilizer  
Standard

1 (3.0 : 0 : 0) 38.86±4.18a Not lower than 30  
(% by weight)

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 42.71±6.62b

3 (2.0 : 1 : 0) 39.78±8.02a

4 (2.0 : 0 : 1) 38.51±8.03a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of P < 0.05
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 2.4 ค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH)
 ค่าการนำาไฟฟ้าการผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้ง 
นำ�ายางขึ้้นตรวจัวัดค่าการนำาไฟฟ้าทุกวันแสดงดัง (Figure 3)  
พื่บว่าการผลิตปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งทั�ง 4 ชุดการทดลอง 
มีค่าเฉลี�ยความเป็นกรด-ด่าง (pH) ตลอดระยะการทดลอง 
อยู่ในช่วงที� 8.34-8.48 ผ่านเกณฑ์มาตรฐานปุ�ยอินทรีย์  
(กรมวิชาการเกษตร, 2557) โดยกำาหนดให้มีค่าความเป็นก
รด-ด่าง (pH) 5.50 - 8.50 ผลการศ้กษาพื่บว่าค่าเฉลี�ยความ
เป็นกรด-ด่าง (pH) ชุดการทดลองที� 1 และ 4 มีค่าเฉลี�ย
ความเป็นกรด-ด่าง (pH) เท่ากับ 8.34±0.54 และ 8.38±0.61 
ตามลำาดับ ไม่มีความแตกต่างกันอย่างมีนัยสำาคัญทางสถุิติ
ที�ระดับ 0.05 สำาหรับชุดการทดลองที� 2 และ 3 ค่าเฉลี�ย
ความเป็นกรด-ด่าง (pH) เท่ากับ 8.48±0.41 และ 8.48±0.54 
แตกต่างกับชุดการทดลองที� 2 และ 3 อย่างมีนัยสำาคัญ 
ที�ระดับ P < 0.05 ผลการศ้กษาดัง (Table 6) พื่บว่าค่าความ
เป็นกรด-ด่าง (pH) ขึ้องปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้ง

 จัากการทดลองมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกัน
โดยช่วงเริ�มต้นขึ้องกระบวนการหมักมีค่าความเป็นกรด-ด่าง
 (pH) ขึ้องปุ�ยหมักจัะเพื่ิ�มสูงเร่�อย ๆ และเม่�อผ่านกระบวน 
การหมักใกล้หมักสมบูรณ์จัะมีค่าความเป็นกรด-ด่าง  
(pH) ลดลงและคงที� Huang et al. (2004) รายงานว่า 
การเพื่ิ�มขึ้้�นหร่อลดลงขึ้องค่าความเป็นกรด-ด่าง (pH) ใน
กองปุ�ยเกิดจัากการทำางานขึ้องจัุลินทรีย์ได้ย่อยสลาย
สารประกอบอินทรีย์ ซึ้้�งจัากการทดลองค่าความเป็นก
รด-ด่างในกองปุ�ยหมักภายหลังหมักสมบูรณ์แล้วจัะ 
ไม่เกิดการเปลี�ยนแปลงมากที� pH อยู่ 8.00-8.48 เป็น
ค่าที�บอกถุ้งความเขึ้้มขึ้้นขึ้องไฮโดรเจันอิออน (H +)  
ที�มีความสัมพื่ันธ์ต่อการเจัริญเติบโตขึ้องจัุลินทรีย ์
แสดงถุ้งสภาพื่ความเป็นกรดหร่อเป็นด่างในปุ�ยหมัก  
ซึ้้�งคก่รด-ดา่ง (pH) ขึ้องวสัดทุี�ทำาปุ�ยหมกัจัะสง่ผลตอ่อตัราการ
ทำาปุ�ยหมกัมรีายงานวา่กรด-ดา่ง (pH) มสีภาพื่เปน็กรดในการ
ทำาปุ�ยหมักที�ดี (Ameen et.al, 2016)

 2.5 ค่าการน�าไฟฟ้า (electrical conductivity)
 ค่ า ก า ร นำา ไ ฟ ฟ้ า ก า ร ผ ลิ ต ปุ� ย ห มั ก จั า ก 
กากขึ้ี�แป้งตรวจัวัดค่าการนำาไฟฟ้าทุกวันแสดงดัง (Figure 4)  
พื่บว่าค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้าทั�ง 4 ชุดการทดลองตลอด
ระยะเวลาการหมักมีค่าการนำาไฟฟ้า (EC) อยู่ในช่วงที�  
3.18-5.85 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร ซึ้้�งมีค่าการนำาไฟฟ้า (EC)  
ที�ผา่นเกณฑม์าตรฐานปุ�ยอนิทรยี ์โดยกำาหนดใหม้คีา่การนำาไฟฟา้
ไมเ่กิน 10 เดซิึ้ซึ้เีมนต่อเมตร (กรมวิชาการเกษตร, 2557) ซึ้ี�งใน
การผลติปุ�ยจัากกากขึ้ี�แปง้ใชร้ะยะเวลาการหมกั 50 วนั ผลการ
ศ้กษาดงั (Table 7) พื่บว่าชุดการทดลองที� 1 และ 4 มีคา่เฉลี�ย

การนำาไฟฟ้า (EC) เท่ากับ 3.18±0.66 และ 3.41±0.34 ตาม
ลำาดบั ไมม่คีวามแตกตา่งกนัอยา่งมนียัสำาคญัที�ระดบั P < 0.05  
แต่สำาหรับชุดการทดลองที� 2 และ 3 ค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า  
(EC) เท่ากับ 5.85±1.06 และ 5.24±1.19 แตกต่างกัน
อย่างมีนัยสำาคัญที�ระดับ P < 0.05 จัากชุดการทดลอง
ดังกล่าวค่าการนำาไฟฟ้าขึ้้�นอยู่กับปริมาณอัตราส่วนผสม
ปุ�ยยูเรียและมูลวัวเช่นเดียวกับการศ้กษาขึ้องวิจัิตรา  
นามจัิตร (2563) ค่าการนำาไฟฟ้าขึ้องวัตถุุดิบมูลวัวเท่ากับ  
5.98 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร

Table 6 Average (pH) of compost latex sludge from 
concentrated latex sludge

 Treatment 
Latex sludge : urea : 

Average 
(pH)

Organic Fertilizer 
Standard 

1 (3.0 : 0 : 0) 8.34±0.54a 

5.5 - 8.5
2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 8.48±0.41b

3 (2.0 : 1 : 0) 8.48±0.54b

4 (2.0 : 0 : 1) 8.38±0.61a

Note. a, b The difference is statistically significant at the level of  
P < 0.05

Figure 3 Changes in electrical conductivities (EC) in all 
experiments during the composting process
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สรปุผลการทดลองและข้อเสนอแนะ
 การผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งโรงงานนำ�ายางขึ้้น  
พื่บว่าชุดการทดลองที� 2 ที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย :  
มลูววั เทา่กบั 2.0 : 0.5 : 0.5 เปน็ชดุการทดลองที�มคีวามเหมาะสม 
ที�สุดใช้ระยะเวลาการหมักที� 50 วัน พื่บว่ามีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิ 
อยู่ในช่วง 29.80-38.06 องศาเซึ้ลเซึ้ียส ค่าเฉลี�ยความช่�น 
อยูร่ะหวา่ง 78.92 - 81.82 เปอรเ์ซึ้น็ต ์คา่เฉลี�ยความเปน็กรด-ดา่ง 
(pH) อยู่ในช่วง 8.34 - 8.48 ค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า (EC) อยู่ใน 
ช่วงที� 3.18 - 6.13 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร มีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุ  
(Organic Matter) 38.51 - 42.71 และมีปริมาณธาตุอาหาร
หลักรวมมากที�สุดมีค่าธาตุไนโตรเจันเท่ากับ 4,000 มิลลิกรัม
ตอ่กโิลกรมั ธาตฟุอสฟอรสัเทา่กบั 950.00 มลิลกิรมัตอ่กโิลกรมั  
และธาตุโพื่แทสเซีึ้ยมเท่ากับ 395.43 มิลลิกรัมต่อกิโลกรัม  
โดยมีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมเท่ากับ 5,345.43 มิลลิกรัม
ต่อกิโลกรัม สำาหรับการผลิตปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งมีกำาไรสุทธิ
เฉลี�ยเท่ากับ 1,537.60 บาท/ต่อรอบการผลิต และกำาไรเหน่อ
ต้นทุนเงินสด เท่ากับ 1,742.60 บาทต่อรอบการผลิตมีอัตรา
ผลตอบแทนจัากการลงทุน (ROI) เท่ากับ 48.47 
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Table 10 Cost and benefit analysis of produce of compost latex sludge from concentrated latex sludge

Item Value in cash (Baht) Non-cash value (Baht) Percentage

1. Fixed cost

1.1 Depreciation of tools and equipment 80.00 39.00

1.2 Opportunity cost for land use 50.00 24.40

1.3 Opportunity cost 75.00 36.60

Total fixed costs  205.00 100.00

2. Variable Costs

2.1 Cement fermentation pond 200 6.74

2.2 Cost of materials (Spade, Shovels, Molasses, Urea) 700.00 23.59

2.3 Electricity charge 2.40 0.08

2.4 Cow manure 50.00 1.68

2.5 Cost effective microorganisms 150.00 5.05

2.6 Water charges 50.00 1.68

2.7 Fuel gas cost (Baht/production cycle) 1,500 50.55

Total variable cost 2,967.40 205.00 100.0

Total cost 3,172.40

Total cash cost 2,967.40

Total revenue (Baht/production cycle) 4,710.00

Net profit 1,537.60

Profit is above cash costs 1,742.60

Return on investment (ROI) (%) 48.47
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 2 .7  ปริมาณธาตุอาหารหลักปุ� ยหมัก 

กากขี�แป้งท่ีผา่นกระบวนการหมกัสมบรูณ์
 ปริมาณธาตุอาหารหลักการผลิตปุ�ยหมัก 
กากขึ้ี�แป้งที�ผ่านกระบวนการหมักสมบูรณ์เป็นระยะเวลา  
50 วัน ทั�ง 4 ชุดการทดลอง พื่บว่าธาตุอาหารหลัก 
ชุดการทดลองที� 2 มีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมมากที�สุด  
ซึ้้�งมีค่าธาตุไนโตรเจันเท่ากับ 4.00 ธาตุฟอสฟอรัสเท่ากับ  
0.95 มิลลิกรัมต่อกิโลกรัม และธาตุโพื่แทสเซีึ้ยมเท่ากับ  
0.39 เปอร์เซึ้็นต์ โดยมีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมเท่ากับ  
5.34 เปอร์เซ็ึ้นต์ รองลงมาเป็นชุดการทดลองที� 3, 4  
และ 1 ซึ้้�งมีปริมาณธาตุอาหารหลักเท่ากับ 5.30, 
4.51 และ 4.17ตามลำาดับ ผลการศ้กษาดัง (Table 9)  
จัากการทดลองชุดการทดลองที� 2 มีปริมาณธาตุโนโตรเจัน 
มากที�สุดเน่�องจัากอัตราส่วนผสมในการหมักปุ�ย  
ประกอบด้วยมูลวัวซึ้้�งมีส่วนผสมขึ้องธาตุไนไตรเจัน 
เช่นเดียวกับการรายงานขึ้อง Astari et al., มูลวัวมีปริมาณ  
3 เปอร์เซ็ึ้นต์ และผสมร่วมด้วยกับปุ�ยยูเรียสูตร 46-0-0  
ซึ้้�งมีปริมาณธาตุไนไตรเจัน จั้งส่งผลต่อปริมาณไนไตรเจัน 
ในการหมักปุ�ยสูงที�สุด สำาหรับชุดการทดลองที� 4 มีปริมาณ
ฟอสฟอรสัตำ�าสุด และ ชดุการทดลองที� 3 มปีรมิาณโพื่แทสเซีึ้ยม

ตำ�าสุด ทั�งนี�เน่�องจัากมาจัากอัตราส่วนผสมในการหมัก
จัะส่งผลต่อธาตุอาหารหลัง ซึ้้�งปริมาณธาตุอาหารหลักที�
สำาคัญต่อพื่่ชสามารถุนำาไปใช้ประโยชน์ในการทำาปุ�ยหร่อ 
เป็นวัสดุปรับปรุงดินเพื่่�อช่วยปรับสภาพื่ดินมีค่ากรด - เบส 
เป็นกลาง ซึ้้�งสอดคล้องกับการศ้กษาขึ้องวลัยพื่ร ผ่อนผัน  
(2547) ได้ทำาการศ้กษานำากากขึ้ี�แป้งและกากตะกอนไปใช้ 
ประโยชน์ในการทำาเป็นวัสดุบำารุงดินในการปลูกพื่่ช พื่ิจัารณา
จัากการสะสมธาตุไนโตรเจัน ฟอสฟอรัส และโพื่แทสเซีึ้ยม
ในพื่่ชซึ้้�งเป็นธาตุอาหารหลักที�พื่่ชต้องการในการเติบโต และ
ผลผลิตที�ได้จัากพื่ช่มนีำ�าหนกัแหง้ไม่แตกตา่งจัากการใช้ปุ�ยเคมี 
ปุ�ยหมกักากขึ้ี�แปง้โรงงานนำ�ายางขึ้น้รว่มกบัมลูววัมคีณุสมบตัทิี�
ไมเ่ปน็พื่ษิกบัพื่ช่สามารถุนำามาใช้ประโยชน์ในการทำาเปน็วสัดุ 
บำารงุดินในการปลูกพื่ช่ได้ เช่นเดียวกับผลการวิจัยั ซึ้้�งสอดคลอ้ง
กับการศ้กษาบัญชา รัตนีทู (2565) ผลขึ้องการใช้ปุ�ยหมักจัาก
วัสดุอินทรีย์ผลพื่ลอยได้จัากโรงงานสกัดนำ�ามันปาล์มเป็นปุ�ย 
ต่อการเจัริญเติบโตและผลผลิตขึ้องผักคะน้าทำาให้ต้นคะน้า 
มีการเจัริญเติบโตและให้ผลผลิตที�ดีกว่าการไม่ใส่ปุ�ยและ 
อยู่ในระดับเดียวกันและสูงกว่าเม่�อเปรียบเทียบกับการใช้ 
ปุ�ยเคมี 

Table 9 Properties of primary macronutrients of compost from concentrated latex sludge

Treatment 
Latex sludge : urea : cow manure

Primary macronutrients (%)

Nitrogen (N) Phosphorus (P
2
O

5
) Potassium (K

2
O)

1 (3.0 : 0 : 0) 3.00 0.93 0.24

2 (2.0 : 0.5 : 0.5) 4.00 0.95 0.39

3 (2.0 : 1 : 0) 3.80 0.96 0.54

4 (2.0 : 0 : 1) 3.20 0.91 0.40

 2.8 การประเมินความคุ้มค่าทางเศึรษฐศึาสตร์
 ต้นทุนและผลตอบแทนจัากการผลิตปุ�ยหมัก
กากขึ้ี�แป้ง พื่บว่าปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งชุดการทดลองที� 2  
ที�อตัราสว่นผสมกากขึ้ี�แปง้ : ยเูรยี : มลูววั : เทา่กบั 2.00 : 0.50 
: 0.5 : มปีรมิาณธาตุอาหารหลักรวมมากที�สดุ มกีำาไรสุทธิเฉลี�ย 
เท่ากับ 1,537.60 บาท/ต่อรอบการผลิต และกำาไรเหน่อต้นทุน
เงินสด เท่ากับ 1,742.60 บาทต่อรอบการผลิต โดยมีอัตรา 
ผลตอบแทนจัากการลงทุน (ROI) เท่ากับ 48.47 เปอร์เซึ้็นต์  
ต้นทุนรวมในการผลิตปุ�ยหมักเท่ากับ 3,172.40 บาทต่อรอบ 

การผลิต แบ่งเป็นตน้ทุนคงที�ไม่เป็นเงินสด เท่ากบั 205.00 บาท 
ต่อรอบการผลิต โดยพื่บว่าเป็นค่าเส่�อมราคาเคร่�องม่อและ 
อปุกรณม์ากที�สดุ คดิเปน็รอ้ยละ 39.00 ดา้นตน้ทนุผนัแปรรวม  
เทา่กบั 2,967.40 บาทตอ่รอบการผลติ ซึ้้�งพื่บวา่ตน้ทนุผนัแปร 
ที�สำาคญั ประกอบดว้ย คา่นำ�ามนัเช่�อเพื่ลงิ คดิเปน็รอ้ยละ 50.55 
ค่าวัสดุทางการเกษตร (จัอบ พื่ลั�ว กากนำ�าตาล) ร้อยละ 23.59 
และค่าแรงงาน (เตรียม ดูแลจััดการระหว่างการหมัก) คิดเป็น
ร้อยละ 23.59 ตามลำาดับ ซึ้้�งวิเคราะห์จัากการผลิตปุ�ยหมัก 
กากขึ้ี�แป้ง 1,000 กิโลกรัม ผลการศ้กษาดัง (Table 10)
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สรปุผลการทดลองและข้อเสนอแนะ
 การผลิตปุ�ยหมักจัากกากขึ้ี�แป้งโรงงานนำ�ายางขึ้้น  
พื่บว่าชุดการทดลองที� 2 ที�อัตราส่วนผสมกากขึ้ี�แป้ง : ยูเรีย :  
มลูววั เทา่กบั 2.0 : 0.5 : 0.5 เปน็ชดุการทดลองที�มคีวามเหมาะสม 
ที�สุดใช้ระยะเวลาการหมักที� 50 วัน พื่บว่ามีค่าเฉลี�ยอุณหภูมิ 
อยู่ในช่วง 29.80-38.06 องศาเซึ้ลเซึ้ียส ค่าเฉลี�ยความช่�น 
อยูร่ะหวา่ง 78.92 - 81.82 เปอรเ์ซึ้น็ต ์คา่เฉลี�ยความเปน็กรด-ดา่ง 
(pH) อยู่ในช่วง 8.34 - 8.48 ค่าเฉลี�ยการนำาไฟฟ้า (EC) อยู่ใน 
ช่วงที� 3.18 - 6.13 เดซึ้ิซึ้ีเมนต่อเมตร มีค่าเฉลี�ยอินทรียวัตถุุ  
(Organic Matter) 38.51 - 42.71 และมีปริมาณธาตุอาหาร
หลักรวมมากที�สุดมีค่าธาตุไนโตรเจันเท่ากับ 4,000 มิลลิกรัม
ตอ่กโิลกรมั ธาตฟุอสฟอรสัเทา่กบั 950.00 มลิลกิรมัตอ่กโิลกรมั  
และธาตุโพื่แทสเซีึ้ยมเท่ากับ 395.43 มิลลิกรัมต่อกิโลกรัม  
โดยมีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมเท่ากับ 5,345.43 มิลลิกรัม
ต่อกิโลกรัม สำาหรับการผลิตปุ�ยหมักกากขึ้ี�แป้งมีกำาไรสุทธิ
เฉลี�ยเท่ากับ 1,537.60 บาท/ต่อรอบการผลิต และกำาไรเหน่อ
ต้นทุนเงินสด เท่ากับ 1,742.60 บาทต่อรอบการผลิตมีอัตรา
ผลตอบแทนจัากการลงทุน (ROI) เท่ากับ 48.47 
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Table 10 Cost and benefit analysis of produce of compost latex sludge from concentrated latex sludge

Item Value in cash (Baht) Non-cash value (Baht) Percentage

1. Fixed cost

1.1 Depreciation of tools and equipment 80.00 39.00

1.2 Opportunity cost for land use 50.00 24.40

1.3 Opportunity cost 75.00 36.60

Total fixed costs  205.00 100.00

2. Variable Costs

2.1 Cement fermentation pond 200 6.74

2.2 Cost of materials (Spade, Shovels, Molasses, Urea) 700.00 23.59

2.3 Electricity charge 2.40 0.08

2.4 Cow manure 50.00 1.68

2.5 Cost effective microorganisms 150.00 5.05

2.6 Water charges 50.00 1.68

2.7 Fuel gas cost (Baht/production cycle) 1,500 50.55

Total variable cost 2,967.40 205.00 100.0

Total cost 3,172.40

Total cash cost 2,967.40

Total revenue (Baht/production cycle) 4,710.00

Net profit 1,537.60

Profit is above cash costs 1,742.60

Return on investment (ROI) (%) 48.47
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 2 .7  ปริมาณธาตุอาหารหลักปุ� ยหมัก 

กากขี�แป้งท่ีผา่นกระบวนการหมกัสมบรูณ์
 ปริมาณธาตุอาหารหลักการผลิตปุ�ยหมัก 
กากขึ้ี�แป้งที�ผ่านกระบวนการหมักสมบูรณ์เป็นระยะเวลา  
50 วัน ทั�ง 4 ชุดการทดลอง พื่บว่าธาตุอาหารหลัก 
ชุดการทดลองที� 2 มีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมมากที�สุด  
ซึ้้�งมีค่าธาตุไนโตรเจันเท่ากับ 4.00 ธาตุฟอสฟอรัสเท่ากับ  
0.95 มิลลิกรัมต่อกิโลกรัม และธาตุโพื่แทสเซีึ้ยมเท่ากับ  
0.39 เปอร์เซึ้็นต์ โดยมีปริมาณธาตุอาหารหลักรวมเท่ากับ  
5.34 เปอร์เซ็ึ้นต์ รองลงมาเป็นชุดการทดลองที� 3, 4  
และ 1 ซึ้้�งมีปริมาณธาตุอาหารหลักเท่ากับ 5.30, 
4.51 และ 4.17ตามลำาดับ ผลการศ้กษาดัง (Table 9)  
จัากการทดลองชุดการทดลองที� 2 มีปริมาณธาตุโนโตรเจัน 
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ประกอบด้วยมูลวัวซึ้้�งมีส่วนผสมขึ้องธาตุไนไตรเจัน 
เช่นเดียวกับการรายงานขึ้อง Astari et al., มูลวัวมีปริมาณ  
3 เปอร์เซ็ึ้นต์ และผสมร่วมด้วยกับปุ�ยยูเรียสูตร 46-0-0  
ซึ้้�งมีปริมาณธาตุไนไตรเจัน จั้งส่งผลต่อปริมาณไนไตรเจัน 
ในการหมักปุ�ยสูงที�สุด สำาหรับชุดการทดลองที� 4 มีปริมาณ
ฟอสฟอรสัตำ�าสุด และ ชดุการทดลองที� 3 มปีรมิาณโพื่แทสเซีึ้ยม

ตำ�าสุด ทั�งนี�เน่�องจัากมาจัากอัตราส่วนผสมในการหมัก
จัะส่งผลต่อธาตุอาหารหลัง ซึ้้�งปริมาณธาตุอาหารหลักที�
สำาคัญต่อพื่่ชสามารถุนำาไปใช้ประโยชน์ในการทำาปุ�ยหร่อ 
เป็นวัสดุปรับปรุงดินเพื่่�อช่วยปรับสภาพื่ดินมีค่ากรด - เบส 
เป็นกลาง ซึ้้�งสอดคล้องกับการศ้กษาขึ้องวลัยพื่ร ผ่อนผัน  
(2547) ได้ทำาการศ้กษานำากากขึ้ี�แป้งและกากตะกอนไปใช้ 
ประโยชน์ในการทำาเป็นวัสดุบำารุงดินในการปลูกพื่่ช พื่ิจัารณา
จัากการสะสมธาตุไนโตรเจัน ฟอสฟอรัส และโพื่แทสเซีึ้ยม
ในพื่่ชซึ้้�งเป็นธาตุอาหารหลักที�พื่่ชต้องการในการเติบโต และ
ผลผลิตที�ได้จัากพื่ช่มนีำ�าหนกัแหง้ไม่แตกตา่งจัากการใช้ปุ�ยเคมี 
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บทคดัย่อ
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อศ้กษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในพื่่�นที�ป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย โดยวิธีการ
วางแปลงตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด 20x20 เมตร สำาหรับพื่รรณไม้ต้น และแปลงขึ้นาด 5x5 เมตร สำาหรับพื่รรณไม้พื่่�นล่าง 
จัำานวนทั�งหมด 14 แปลง ผลการศ้กษาพื่บพื่รรณไม้ทั�งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด วงศ์ที�พื่บมากที�สุดค่อวงศ์ Rubiaceaea 
จัำานวน 7 ชนิด รองลงมีค่อวงศ์ Dipterocarpaceae จัำานวน 4 ชนิด จัากการวิเคราะห์ขึ้้อมูลพื่บว่า กลุ่มพื่รรณไม้ต้นที�มีค่าดัชนี
ความสำาคัญ (IVI) สูงสุดค่อ เต็ง (Shorea obtusa Wall. ex Blume) มีค่าเท่ากับ 150.160 รองลงมาค่อ เหียง (Dipterocarpus 
obtusifolius Teijsm.ex Miq.) มีค่าเท่ากับ 43.442 ส่วนไม้พื่่�นล่างที�มีค่าดัชนีความสำาคัญ (IVI) สูงสุดค่อเพื่็ก (Vietnamosasa 
pusilla (A.Chev. & A.Camus) T.Q.Nguyen) มีค่าเท่ากับ 52.709 รองลงมาค่อ หญ้านิ�วหนู (Fimbristylis dichotoma (L.) 
Vahl) มีค่าเท่ากับ 13.881 ค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H’) ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างมีค่าเท่ากับ 3.034 และ 2.645 ตาม
ลำาดับ ค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว (J) มีค่าเท่ากับ 0.996 และ 0.832 และค่าความหลากหลายชนิดพื่ันธุ์ (D) มีค่า
เท่ากับ 7.531 และ 7.454 ตามลำาดับ นอกจัากนี�ยังพื่บพื่่ชหายากในประเทศไทยจัำานวน 1 ชนิด ได้แก่ คำามอกหลวง (Gardenia  
sootepensis Hutch.) และพื่่ชหายากขึ้องโลก (Rare) จัำานวน 1 ชนิด ค่อ เหม่อดคน (Scleropyrum pentandrum (Dennst.)  
Mabb.)
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Abstract
This research aimed to investigate the plant diversity within the Pha Dum community forest, located in Na Duang 
District, Loei Province. A total of 14 sampling plots, each measuring 20x20 m, were utilized to assess the diversity of 
trees, while a 5x5 m sampling plot was employed to examine understory plant diversity. The results revealed a rich 
variety of plant life, encompassing 29 families, 41 genera, and 45 species. Notably, the Rubiaceae stood out with 7 
species, closely followed by the Dipterocarpaceae with 4 species. Among the tree species, Shorea obtusa Wall. ex 
Blume exhibited the highest Important Value Index (IVI) at 150.160, while Dipterocarpus obtusifolius Teijsm. ex Miq. 
followed with an IVI of 43.442. Furthermore, in the category of understory plants, Vietnamosasa pusilla (A.Chev. & 
A.Camus) T.Q. Nguyen had the highest importance value index (IVI) of 52.709, with Fimbristylis dichotoma (L.) Vahl 
following at 13.881. The species diversity index (H’) for trees and understory plants was calculated to be 3.034 and 
2.645, respectively. The evenness value (J) was 0.996 for trees and 0.832 for understory plants, while the diversity value 
(D) were 7.531 and 7.454, respectively. It is noteworthy to mention that Gardenia sootepensis Hutch. was identified as 
a rare species within Thailand, and Scleropyrum pentandrum (Dennst.) Mabb. was identified as a globally rare species.
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บทคดัย่อ
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อศ้กษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในพื่่�นที�ป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย โดยวิธีการ
วางแปลงตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด 20x20 เมตร สำาหรับพื่รรณไม้ต้น และแปลงขึ้นาด 5x5 เมตร สำาหรับพื่รรณไม้พื่่�นล่าง 
จัำานวนทั�งหมด 14 แปลง ผลการศ้กษาพื่บพื่รรณไม้ทั�งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด วงศ์ที�พื่บมากที�สุดค่อวงศ์ Rubiaceaea 
จัำานวน 7 ชนิด รองลงมีค่อวงศ์ Dipterocarpaceae จัำานวน 4 ชนิด จัากการวิเคราะห์ขึ้้อมูลพื่บว่า กลุ่มพื่รรณไม้ต้นที�มีค่าดัชนี
ความสำาคัญ (IVI) สูงสุดค่อ เต็ง (Shorea obtusa Wall. ex Blume) มีค่าเท่ากับ 150.160 รองลงมาค่อ เหียง (Dipterocarpus 
obtusifolius Teijsm.ex Miq.) มีค่าเท่ากับ 43.442 ส่วนไม้พื่่�นล่างที�มีค่าดัชนีความสำาคัญ (IVI) สูงสุดค่อเพื่็ก (Vietnamosasa 
pusilla (A.Chev. & A.Camus) T.Q.Nguyen) มีค่าเท่ากับ 52.709 รองลงมาค่อ หญ้านิ�วหนู (Fimbristylis dichotoma (L.) 
Vahl) มีค่าเท่ากับ 13.881 ค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H’) ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างมีค่าเท่ากับ 3.034 และ 2.645 ตาม
ลำาดับ ค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว (J) มีค่าเท่ากับ 0.996 และ 0.832 และค่าความหลากหลายชนิดพื่ันธุ์ (D) มีค่า
เท่ากับ 7.531 และ 7.454 ตามลำาดับ นอกจัากนี�ยังพื่บพื่่ชหายากในประเทศไทยจัำานวน 1 ชนิด ได้แก่ คำามอกหลวง (Gardenia  
sootepensis Hutch.) และพื่่ชหายากขึ้องโลก (Rare) จัำานวน 1 ชนิด ค่อ เหม่อดคน (Scleropyrum pentandrum (Dennst.)  
Mabb.)
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Abstract
This research aimed to investigate the plant diversity within the Pha Dum community forest, located in Na Duang 
District, Loei Province. A total of 14 sampling plots, each measuring 20x20 m, were utilized to assess the diversity of 
trees, while a 5x5 m sampling plot was employed to examine understory plant diversity. The results revealed a rich 
variety of plant life, encompassing 29 families, 41 genera, and 45 species. Notably, the Rubiaceae stood out with 7 
species, closely followed by the Dipterocarpaceae with 4 species. Among the tree species, Shorea obtusa Wall. ex 
Blume exhibited the highest Important Value Index (IVI) at 150.160, while Dipterocarpus obtusifolius Teijsm. ex Miq. 
followed with an IVI of 43.442. Furthermore, in the category of understory plants, Vietnamosasa pusilla (A.Chev. & 
A.Camus) T.Q. Nguyen had the highest importance value index (IVI) of 52.709, with Fimbristylis dichotoma (L.) Vahl 
following at 13.881. The species diversity index (H’) for trees and understory plants was calculated to be 3.034 and 
2.645, respectively. The evenness value (J) was 0.996 for trees and 0.832 for understory plants, while the diversity value 
(D) were 7.531 and 7.454, respectively. It is noteworthy to mention that Gardenia sootepensis Hutch. was identified as 
a rare species within Thailand, and Scleropyrum pentandrum (Dennst.) Mabb. was identified as a globally rare species.

Keywords: Diversity, community forest, tree, understory plant, rare species in Thailand

สาขึ้าวิชาชีววิทยา ภาควิชาวิทยาศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏเลย
Program of Biology, Department of Science, Faculty of Science and Technology, Loei Rajabhat University 
* Corresponding Author E-mail Address: wilailuxsud@gmail.com

J Sci Technol MSUKattinat Sagulsawasdipan and Tuanjai Piyang356

ณชิาภา มนิาบลูย ์ประพื่ฒัน ์สใีส และ อภเิสฏฐ ์สวุรรณสะอาด.  
(2565). การพื่ัฒนาชั�นรองพื่่�นทางบดอัดจัากกากขึ้ี�แป้ง
ยางผสมซึ้ีเมนต์และกระดาษหนังส่อพื่ิมพื่์เพื่่�อการเพื่ิ�ม
มูลค่าขึ้องเหล่อทิ�งจัากอุตสาหกรรมนำ�ายางขึ้้น. ว์าร์สาร์
ว์ทิยาศุาสติร์แ์ละเทคุโนโลยรี์ตัินโกสนิทร์,์ 4(2), 53-64. 

ธเรศ ศรีสถุิต. (2553). ว์ศิุว์กร์ร์มัการ์จัดัำการ์มัลูฝอยชุมัชน.  
สำานักพื่ิมพื่์จัุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย.

นภารัตน์ ไวยเจัริญ. (2554). การ์ทำาปีุ� ยหมัักข้อง 

มัลูฝอยจัากติลาดำสดำในเข้ติเทศุบาลหาดำใหญ่้ จังัหว์ดัำ 
สงข้ลา. มหาวิทยาลัยสงขึ้ลานครินทร์.

นภารัตน์ ไวยเจัริญ สมทิพื่ย์ ด่านธีรวนิชย์. (2566). การใช้
ประโยชน์จัากกากขึ้ี�แป้งจัากโรงงานนำ�ายางข้ึ้นเพื่่�อผลิต
ปุ�ยสำาหรบัในการปลกูหญา้นวลนอ้ย. ว์าร์สาร์ว์ทิยาศุาสติร์์
และเทคุโนโลย,ี 4(2), 53-64.

บัญชา รัตนีทู. (2565). ผลขึ้องการใช้ปุ�ยหมักจัากวัสดุอินทรีย์
ผลพื่ลอยได้จัากโรงงานสกัดนำ�ามันปาล์มต่อการเจัริญ
เติบโตและผลผลิตขึ้องผักคะน้า. ว์าร์สาร์แก่นเกษติร์  
(ฉบบัพืเิศุษ 1), 463-467.

ประชาชาติธุรกิจั. (2564). ไทยแชมัป์ีโลกผลติินำ�ายางจั่อติั �ง  

ติลาดำลว่์งหน้า กำาหนดำร์าคุา. https://www.prachachat.
net/. (10 กันยายน 2566)

ประไพื่พื่รรณ จัันทร์ทิพื่ย์. (2559). การ์ทำาปีุ� ยหมักัผกัติบชว์า
ร์ว่์มักบักากติะกอนสว่์นเกนิจัากร์ะบบบำาบดัำนำ�าเสยีข้อง
โร์งงานนำ�ายางข้น้และกากติะกอนจัากโร์งงานยางแท่ง 
STR 20. มหาวิทยาลัยสงขึ้ลานครินทร์. 

ภิรมย์ขึ้วัญ ชิณวงศิ์ เกริกชัย ธนรักษ์ และ อรวรรณ  
ศิริรัตน์พื่ิริยะ. (2557). ผลขึ้องการใช้กากขึ้ี�แป้ง
เป็นแหล่งแมกนีเซึ้ียมเพื่่�อการเติบโตขึ้องปาล์ม 
นำ�ามันระยะอนุบาลหลัก.ใน การ์ปีร์ะชุมัว์ชิาการ์เสนอ 
ผลงานว์จิัยัร์ะดำบับณั์ฑิติิศุกึษาคุร์ั �งที � 14 (น. 776-782). 
วิทยาลัยการปกครองท้องถุิ�น มหาวิทยาลัยขึ้อนแก่น. 

วลัยพื่ร ผ่อนผัน. (2547). การใช้ประโยชน์กากขึ้ี�แป้งจัาก 
โรงงานผลิตนำ�ายางข้ึ้นในรูปสารบำารุงดิน. วิทยาศาสตร
มหาบัณฑิต. จัฬุาลงกร์ณ์์มัหาว์ทิยาลยั, 31(2), 53-70.

วิจัิตรา นามจิัตร. (2563). การ์ปีร์บัปีร์ุงคุุณ์ภาพืและการ์
ทดำสอบปีร์ะสทิธีภิาพืข้อง ปีุ� ยอนิทร์ยีอ์ดัำเมัด็ำที �มัสีว่์นผสมั 

ข้องแร์่ลโีอนาร์์ไดำติ์ติ่อการ์เจัร์ญิ้เติบิโติและผลติิข้อง
ข้า้ว์โพืดำหว์าน [วิทยาศาสตรมหาบัณฑิต, มหาวิทยาลัย
พื่ะเยา]. มหาวิทยาลัยพื่ะเยา.

ศิรินทรา วันดี. (2552). การ์ศุกึษาการ์นำาข้องเสยีโร์งงานผลติิ
ยางแทง่ (STR20) มัาหมักัปีุ� ย. วทิยานิพื่นธ,์ มหาวิทยาลัย
สงขึ้ลานครินทร์.

เสาวนยี ์กอ่วฒุกิลุรังษ ียพุื่ดี ชยัสุขึ้สนัต ์สมพื่ร ประเสรฐิสง่สกลุ  
และสะเราะ นิยมเดชา. (2553). การ์แปีร์สภาพืกาก 
ข้ี�แป้ีงจัากอุติสาหกร์ร์มันำ�ายางข้น้และการ์ใชป้ีร์ะโยชน์. 
มหาวิทยาลัยสงขึ้ลานครินทร์.

สถุาบันพื่ลาสติก. (2559). ร์ายงานการ์ศุกึษาเชงิลกึเร์ื �อง  
คุว์ามัเป็ีนผูน้ำาในอุติสาหกร์ร์มันำ�ายางข้น้และผลติิภณั์ฑิ์
จัากนำ�ายางข้น้ข้องไทย. https://rubber.oie.go.th/ 
ArticleCategory.aspx?acid=3016. 

Ameen, A., Ahmad, J., & Raza, S. (2016). Effect of pH 
and moisture content on composting of Municipal 
solid waste. Int. J. Sci. Res. Publ. 2016, 6, 35-37. 

AOAC. (2000). Official methods of analysis. 17th.  
AOAC International.

Astari D. H., & Ratnaningsih, D. I. (2020). Bioconversion 
of cow dung and aassava peels with the vermicom-
posting method. International Journal of Scientific and 
Technology Research, 9(1), 2277-8616.

Chennaou, M., Salama, Y., Aouinty, B., Mountadar, M. 
& Assobhei, O. (2018). Evolution of bacterial and 
fungal flora during In-Vessel composting of organic  
household waste under air pressure. Journal of Mater  
Environmental Science, 9, 680-68

Garciaa, M., Raesb, D., & Jacobsen, S. (2003).  
Evapotranspiration analysis and irrigation  
requirements of quinoa (Chenopodium quinoa)  
in the bolivian highlands. Agricultural Water  
Management, 60(2003), 119-134. 

Hafeez, M., Gupta, P., Gupta, Y.P. (2018). Rapid  
composting of different wastes with yash activator 
plus. International Journal of Life Science Research. 
2018, 4, 1670-1674. 

Huang, G.F., Wong, J.W.C., Wu, Q.T. & Nagar, B.B. 
(2004). Effect of CN on composting of pig manure  
with sawdust. Waste Management, 24, 805-813. 

Iewkittayakorn, J., Chungsiriporn, J., & Rakmak, N. 
(2018). Utilization of waste from concentrated 
rubber latex industryfor composting with addition  
of natural activators. Songklanakarin Journal of Sci-
ence and Technology, 40(1), 114-120.

Wanseng, W., Danteravanich, S., & Chevakidagarn, P. 
2017, Investigation of excess sludge generated  
from activated sludge treatment plant of  
concentrated latex factories: An investigative  
case study in Southern Thailand. Environment  
and Natural Resources Journal, 15(2), 51-61.



Species diversity of plants in Pha Dum community forest,  
Na Duang district, Loei province

359Vol 43. No 4, July-August 2024

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสำาคัญขึ้องพัื่นธุ์ไม้  
(Important Value Index: IVI) คา่ดชันคีวามหลากหลายขึ้องชนดิพื่นัธุ์  
(Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะหค์วามหลากหลาย 
ชนิดพื่ันธุ์ (D) และดัชนีค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว  
(J) (ดอกรัก มารอด, 2554) โดยมีสูตรในการคำานวณ ดังนี�

 ค่าความหนาแน่น (density: D)  

 ค่าความหนาแน่นสัมพื่ัทธ์ (relative density: RD)

 ค่าความถุี� (frequency: F)  

 ค่าความถุี�สัมพื่ัทธ์ (relative frequency; RF) 

 ค่าความเด่น (dominance: Do) หร่อความเด่นใน
ด้านพื่่�นที�หน้าตัด (basal area: BA)   

 

 ค่าความเด่นสัมพื่ัทธ์ (relative dominance: RD
O
) 

 

 ค่าดัชนีความสำาคัญทางนิเวศวิทยาขึ้องพื่ันธุ์ไม้  
(important value index: IVI)

 IVI = RD + RF + RD
O

 ค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (species 
diversity index: H’)

 

 โดย 

 H’ ค่อ ค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ 

  pi ค่อสัดส่วนระหว่างจัำานวนต้นไม้ชนิด i ต่อจัำานวน
ต้นไม้ทั�งหมด 

 S ค่อจัำานวนชนิดพื่รรณไม้ทั�งหมด

 ln pi ค่อค่า log ฐานธรรมชาติขึ้อง pi

 ค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว (evenness: J)

 เม่�อ 

 J ค่อดัชนีความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว

 ค่อค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์

 H
max

 คอ่คา่ความหลากหลายขึ้องชนิด มคีา่สงูสดุเม่�อ
มีจัำานวนชนิดเท่ากันซึ้้�งคำานวณได้จัากสูตร 

 Hmax = lnS 

 เม่�อ 

 S = จัำานวนชนิดขึ้องพื่่ชชนิดนั�น ๆ

 ค่าความหลากหลาย (Species diversity: D)

  D = eH1

 โดย 

 D ค่อความหลากหลายชนิดพื่ันธุ์

  e = 2.71828 (ค่า log ฐานธรรมชาติ) 

 H1 ค่อค่าดัชนีความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์

ผลการวิจยั
 การศ้กษาความหลากหลายทางชีวภาพื่ขึ้องพื่รรณ
ไม้ในป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย สภาพื่ป่า
ที�ทำาการศ้กษาเป็นป่าเต็งรัง ป่าโคก ที�ประชาชนใช้ประโยชน์
ในการเก็บสมุนไพื่ร เก็บเห็ด แมลง และพื่่ชผักต่างๆ พื่บ
จัำานวนชนิดพื่รรณไม้ทั�งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด วงศ์
ที�พื่บมากที�สุดค่อวงศ์ Rubiaceae จัำานวน 7 ชนิด รองลงมา
ค่อวงศ์ Dipterocarpaceae จัำานวน 4 ชนิด วงศ์ Asteraceae, 
Cyperaceae, Zingiberaceae และ Fabaceae จัำานวนวงศ์ละ  
3 ชนดิ สว่นวงศA์pocynaceae, Asparagaceae, Boraginaceae, 
Celastraceae Convolvulaceae, Costaceae, Hypericaceae, 
Irvingiaceae, Lamiaceae, Leeaceae, Lecythidaceae,  
Loganiaceae, Lygodaceae, Primulaceae, Ochnaceae,  
Poaceae, Sapindaceae, Santalaceae และวงศ์  
Simaroubaceae พื่บเพื่ียงวงศ์ และ 1 ชนิด 

 จัำาแนกพื่่ชที�ทำาการศ้กษาออกเป็น 2 กลุ่ม ได้แก ่
กลุ่มที� 1 ไม้ต้นพื่บจัำานวน 13 วงศ์ 18 สกุล 21 ชนิด ไม้ต้นที�มี
ค่าดัชนีความสำาคัญ (IVI) สูงสุดค่อเต็ง (Shorea obtusa Wall. 
ex Blume) มีค่าเท่ากับ 150.160 ค่าดัชนีความหลากหลาย
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H‘) มีค่าเท่ากับ 3.034 ค่าความสมำ�าเสมอใน 

ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง

ตวัอย่างเป็นระยะเวลา 1 ปี โดยมวีธิกีารศกึษาดงันี�  

 1. ศกึษาตวัอย่างพรรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง

ตวัอย่างตามวธิกีารของ Krebs (1985) ดว้ยการวางแปลง

ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขนาด 20x20 เมตร จํานวน 14 

แปลงเพื�อศกึษาพรรณไมต้้นที�มเีสน้ผ่าศูนย์กลางที�ความสูง

เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
 

ค่าความถี�สมัพทัธ ์(relative frequency; RF)  

RF=
ความถี�ของพชืชนิดนั �น

ผลรวมความถี�ของพชืทุกชนิด
 ×100 

ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           

BA=
พื�นที�หน้าตดัของไมช้นิดนั �นทั �งหมด

พื�นที�ที�ทาํการสํารวจ
 

  

ค่าความเด่นสมัพทัธ ์(relative dominance: RDO)     

RDo =
ความเด่นของไมช้นิดนั �น

ความเด่นรวมของไมท้กุชนิด
 

  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 

IVI = RD + RF + RDO 

ค่าดชันีความหลากหลายของชนดิพนัธุ ์(species diversity 

index: H') 

 H' = - ∑ (pi ln pi)S
i=1  

 

โดย   H' คอื ค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุไ์ม ้  

         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง

ตวัอย่างเป็นระยะเวลา 1 ปี โดยมวีธิกีารศกึษาดงันี�  

 1. ศกึษาตวัอย่างพรรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง

ตวัอย่างตามวธิกีารของ Krebs (1985) ดว้ยการวางแปลง

ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขนาด 20x20 เมตร จํานวน 14 

แปลงเพื�อศกึษาพรรณไมต้้นที�มเีสน้ผ่าศูนย์กลางที�ความสูง

เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            
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จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
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ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           

BA=
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  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้
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        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 
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ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 
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มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
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 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
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เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
 

ค่าความถี�สมัพทัธ ์(relative frequency; RF)  

RF=
ความถี�ของพชืชนิดนั �น

ผลรวมความถี�ของพชืทุกชนิด
 ×100 

ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           

BA=
พื�นที�หน้าตดัของไมช้นิดนั �นทั �งหมด

พื�นที�ที�ทาํการสํารวจ
 

  

ค่าความเด่นสมัพทัธ ์(relative dominance: RDO)     

RDo =
ความเด่นของไมช้นิดนั �น

ความเด่นรวมของไมท้กุชนิด
 

  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 

IVI = RD + RF + RDO 

ค่าดชันีความหลากหลายของชนดิพนัธุ ์(species diversity 

index: H') 

 H' = - ∑ (pi ln pi)S
i=1  

 

โดย   H' คอื ค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุไ์ม ้  

         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง

ตวัอย่างเป็นระยะเวลา 1 ปี โดยมวีธิกีารศกึษาดงันี�  

 1. ศกึษาตวัอย่างพรรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง

ตวัอย่างตามวธิกีารของ Krebs (1985) ดว้ยการวางแปลง

ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขนาด 20x20 เมตร จํานวน 14 

แปลงเพื�อศกึษาพรรณไมต้้นที�มเีสน้ผ่าศูนย์กลางที�ความสูง

เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
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พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
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ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
 

ค่าความถี�สมัพทัธ ์(relative frequency; RF)  
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ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           
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RDo =
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  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 

IVI = RD + RF + RDO 

ค่าดชันีความหลากหลายของชนดิพนัธุ ์(species diversity 

index: H') 

 H' = - ∑ (pi ln pi)S
i=1  

 

โดย   H' คอื ค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุไ์ม ้  

         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง

ตวัอย่างเป็นระยะเวลา 1 ปี โดยมวีธิกีารศกึษาดงันี�  

 1. ศกึษาตวัอย่างพรรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง

ตวัอย่างตามวธิกีารของ Krebs (1985) ดว้ยการวางแปลง

ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขนาด 20x20 เมตร จํานวน 14 

แปลงเพื�อศกึษาพรรณไมต้้นที�มเีสน้ผ่าศูนย์กลางที�ความสูง

เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
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ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
 

ค่าความถี�สมัพทัธ ์(relative frequency; RF)  

RF=
ความถี�ของพชืชนิดนั �น

ผลรวมความถี�ของพชืทุกชนิด
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ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           

BA=
พื�นที�หน้าตดัของไมช้นิดนั �นทั �งหมด

พื�นที�ที�ทาํการสํารวจ
 

  

ค่าความเด่นสมัพทัธ ์(relative dominance: RDO)     

RDo =
ความเด่นของไมช้นิดนั �น

ความเด่นรวมของไมท้กุชนิด
 

  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 

IVI = RD + RF + RDO 

ค่าดชันีความหลากหลายของชนดิพนัธุ ์(species diversity 

index: H') 

 H' = - ∑ (pi ln pi)S
i=1  

 

โดย   H' คอื ค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุไ์ม ้  

         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

   J = 
H'

Hmax

 

เมื�อ  J คอืดชันีความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั 

      H' คอืค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุ์ 

      Hmax คอืค่าความหลากหลายของชนิด มค่ีาสูงสุดเมื�อ

มีจํานวนชนิดเท่ากันซึ�งคํานวณได้จากสูตร Hmax = lnS 

เมื�อ S = จาํนวนชนิดของพชืชนิดนั �น ๆ 

 

ค่าความหลากหลาย (Species diversity: D) 

            D = eH1   

โดย D คอืความหลากหลายชนิดพนัธุ์ 

      e  = 2.71828 (ค่า log ฐานธรรมชาต)ิ       

      H1 คอืค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุ์ 

 

ผลการวิจยั 

การศึกษาความหลากหลายทางชวีภาพของพรรณ

ไม้ในป่าชุมชนผาดํา อําเภอนาด้วง จงัหวดัเลย สภาพป่าที�

ทาํการศกึษาเป็นป่าเตง็รงั ป่าโคก ที�ประชาชนใชป้ระโยชน์ใน

การเกบ็สมุนไพร เกบ็เหด็ แมลง และพชืผกัต่างๆ พบจํานวน

ชนิดพรรณไม้ทั �งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด วงศ์ที�พบ

มากที�สุดคอืวงศ ์Rubiaceae จํานวน 7 ชนิด รองลงมาคอืวงศ ์

Dipterocarpaceae จํ า น ว น  4 ช นิ ด  ว ง ศ์  Asteraceae, 

Cyperaceae, Zingiberaceae และ Fabaceae จํานวนวงศ์ละ 

3 ช นิ ด  ส่ ว น ว ง ศ์ Apocynaceae,  Asparagaceae, 

Boraginaceae, Celastraceae Convolvulaceae, Costaceae, 

Hypericaceae,  Irvingiaceae,  Lamiaceae,  Leeaceae, 

Lecythidaceae, Loganiaceae, Lygodaceae, Primulaceae, 

Ochnaceae, Poaceae, Sapindaceae, Santalaceae และวงศ ์

Simaroubaceae พบเพยีงวงศ ์และ 1 ชนิด  

จําแนกพืชที�ทําการศึกษาออกเป็น 2 กลุ่ม ได้แก่

กลุ่มที� 1 ไม้ต้นพบจํานวน 13 วงศ์ 18 สกุล 21 ชนิด ไมต้้นที�

มีค่าดัชนีความสําคัญ (IVI) สูงสุดคือเต็ง (Shorea obtusa 

Wall. ex Blume) มี ค่ า เท่ ากั บ  150.160 ค่ าดั ชนี ค วาม

หลากหลายของชนิดพันธุ์ (H') มีค่าเท่ากับ 3.034 ค่าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) มีค่าเท่ากับ 0.996 และค่า

ความหลากหลาย (D) ของชนิดพนัธุ์ มคี่าเท่ากบั 7.454 กลุ่ม

ที� 2 ไม้พื�นล่างพบจํานวน 16 วงศ์ 23 สกุล 24 ชนิด ค่าดชันี

ความหลากหลายของชนิดพันธุ์ (H') มีค่าเท่ากับ 2.645 ค่า

ความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (J) มคี่าเท่ากบั 0.832 และ

ค่าความหลากหลายของชนิดพันธุ์ (D) มีค่าเท่ากับ 7.531 

(Table 1)  

ไม้ต้นที�สํารวจพบมากที� สุดจากการวางแปลง

ตั ว อย่ าง ใน พื� น ที�  ได้ แ ก่  เต็ ง  รอ งลงม าคื อ  เหี ย ง 

(Dipterocarpus obtusifolius Teijsm.ex Miq.) และ รงั (Shorea 

siamensis Miq.) ตามลําดับ ไม้ต้นที�มีการกระจายตัวมาก

ที�สุดคือ เต็ง พบใน 7 แปลงตัวอย่าง พลวง (Dipterocarpus 

tuberculatus Roxb.) แ ล ะ ตู ม ก า  (Strychnos nux-blanda 

A.W.Hill) พบใน 5 แปลง และ 4 แปลงตัวอย่างตามลําดับ 

รองลงมาคือ แดง (Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub.) พลวง รงั 

ช้ างน้ าว  (Ochna integerrima (Lour.) Merr.)  ม ะคั งแด ง 

(Dioecrescis erythroclada (Kurz) Tirveng.) แ ล ะสี ด า โค ก 

(Gardenia obtusifolia Roxb. ex Hook.f.) พ บ ใน  3 แป ลง

ตั ว อ ย่ า ง  ส่ ว น ก ร ะ บ ก  ( Irvingia malayana Oliv. ex 

A.W.Benn.) และยอป่า (Morinda coreia Buch.-Ham.) พบใน 

2 แปลงตวัอย่าง 

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province 

No.       Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi 

1 Apocynaceae Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) 

D.J.Middleton & Livsh. 

Som lom UC 6.329 -0.081 

2 Asparagaceae Ophiopogon intermedius 

var. pauciflorus Hook.f. 

Faek hom UC 8.881 -0.128 
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บทน�า
ประเทศไทยตั�งอยูแ่ถุบเสน้ศนูยส์ตูรมสีภาพื่ภมูอิากาศที�เอ่�อตอ่
การเจัรญิเตบิโตขึ้องสิ�งมชีวีติจัง้สง่ผลใหม้คีวามหลากหลายทาง
ชวีภาพื่สงูแหง่หน้�งขึ้องโลก ปา่ไมข้ึ้องประเทศไทย มสีภาพื่ปา่ 
นานาชนิดตั�งแต่ยอดเขึ้าลงสู่ที�ราบจันจัรดชายฝุ่ั�งทะเล ซึ้้�ง 
ป่าไม้เป็นแหล่งทรัพื่ยากรที�เก่�อกูลการดำารงชีวิตขึ้องมนุษย์
ตั�งแต่อดีตกาลโดยมนุษย์ได้อาศัยแหล่งทรัพื่ยากรธรรมชาติ 
ที�อยูร่อบตวัมาใชป้ระโยชนเ์พื่่�อการอยูร่อดโดยการผา่นการเรยีนรู้ 
การนำาพื่ช่พื่รรณชนิดตา่งๆ มาใช้ ทั�งเพื่่�อการบริโภคเป็นอาหาร 
ยารกัษาโรค เคร่�องนุง่หม่ และที�อยูอ่าศยั ในปจััจับุนัประชากรโลก
เพื่ิ�มขึ้้�น ความต้องการขึ้องมนุษยม์ากขึ้้�นแต่ในทางตรงกันขึ้า้ม
จัะเห็นวา่ทรพัื่ยากรป่าไมล้ดลง ในปี พื่.ศ. 2564 ภาคตะวันออก 
เฉียงเหน่อมีพื่่�นที�ป่าทั�งหมดประมาณ 15,702,387.78 ไร่  
เปน็พื่่�นที�ปา่ชมุชนประมาณ 1,246,890 ไร ่จังัหวดัเลยมพีื่่�นที�ปา่
รอ้ยละ 32.18 ขึ้องพื่่�นที�ทั�งหมดขึ้องจังัหวดั ซึ้้�งจัดัวา่เปน็จัังหวดั
ที�มีพื่่�นที�ป่ามากเป็นอันดับที� 2 ขึ้องภาคตะวันออกเฉียงเหน่อ  
รองมาจัากจัังหวัดมุกดาหาร (กรมป่าไม้ สำานักแผนงานและ
สารสนเทศ, 2564) สำาหรับการศ้กษาพื่่ชในพื่่�นที�ป่าในจัังหวัด
เลยมีรายงานขึ้อง เทียมหทัย ชูพื่ันธ์ และวิไลลักษณ์ ซึู้มสไต
อนิน ์(2558) ศก้ษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในวนอุทยาน
ภูผาล้อม อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย ที�ประกอบด้วยป่าดิบแล้ง
และปา่เตง็รงั ดว้ยวธิกีารวางแปลงตวัอยา่งแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด  
20×20 เมตร จัำานวน 7 แปลง พื่บพื่รรณไม้ทั�งสิ�น 37 วงศ์ 
57 สกุล 66 ชนิด บุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์ และคณะ (2566) รายงาน
ความหลากหลายและการใชป้ระโยชนท์างยาจัากพื่ช่สมนุไพื่ร 
ในชมุชนบา้นสวนหอ้ม ตำาบลปวนพื่ ุอำาเภอหนองหนิ จังัหวดัเลย  
พื่บ พื่่ชสมุนไพื่รทั�งหมด 34 ชนิด 32 สกุล 27 วงศ์ พื่่ชที�พื่บ
มากที�สุดค่อวงศ์ Fabaceae-Caesalpinioideae 

 ปา่ชมุชนผาดำาตั�งอยูท่ี�ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาดว้ง 
จังัหวดัเลย ลอ้มรอบดว้ยชมุชนบา้นหว้ยตาด บา้นใหมส่นัตธิรรม 
และบา้นโพื่นสวา่ง ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาดว้ง จังัหวดัเลย 
มีพื่่�นที�ประมาณ 200 ไร่ มีสภาพื่ป่าเป็นป่าเต็งรัง ล้อมรอบไป
ดว้ยภเูขึ้าหนิปนูสลบัซึ้บัซึ้อ้นมหีนา้ผาสงู มถีุำ�าขึ้นาดใหญ ่และ
ส่วนที�เหล่อจัะล้อมรอบด้วยพื่่�นที�ทำาการเกษตรขึ้องชาวบ้าน
ซึ้้�งส่วนใหญ่จัะทำาสวนผลไม้ สวนยางพื่ารา ในพื่่�นที�ป่าชุมชน
มีการตัดถุนนลูกรังผ่านให้ผู้คนได้สัญจัรในการเขึ้้าไปทำาการ
เกษตร และไปปฏบิตัธิรรมที�สถุานปฏบิตัธิรรมวดัถุำ�าผาดำาสันติ
ธรรม และวัดถุำ�าผาขึ้าม ในปี พื่.ศ. 2562 ได้มีการพื่ัฒนาให้วัด
ถุำ�าผาดำาเป็นสถุานที�ท่องเที�ยวเชิงนิเวศ ควบคู่กับการอนุรักษ์
ฟ้�นฟสูภาพื่แวดลอ้มโดยให้มกีารพัื่ฒนาถุำ�าซึ้้�งมขีึ้นาดใหญ่และ
ภายในถุำ�าได้แบ่งออกเป็นห้องเล็กๆ อีกกว่า 15 ห้อง บริเวณ
พื่่�นที�ภายนอกถุำ�าไดเ้ตรยีมพื่่�นที�ไวใ้นการสรา้งศาลาการเปรยีญ
ที�มีต้นตะเคียนทองย่นต้นตายจัำานวน 108 ต้น และพื่่�นที�ป่ามี
ประชาชนที�อยู่ล้อมรอบป่าได้มีการใช้ประโยชน์จัากป่า ค่อ 

มีการเก็บขึ้องป่า และยาสมุนไพื่ร โดยหมอพื่่�นบ้านที�มีความรู ้
ทางด้านสมุนไพื่ร เพื่่�อรักษาคนในชุมชน หร่อในครอบครัว
ขึ้องตัวเอง และเก็บสมุนไพื่รไปขึ้ายเป็นอาชีพื่สร้างรายได้  
จัากการพื่ัฒนาทำาถุนนลูกรังผ่านป่า ซึ้้�งบริเวณล้อมรอบป่า
ส่วนใหญ่เป็นพื่่�นที�การเกษตรขึ้องชาวบ้าน จั้งทำาให้มีการ 
แผ้วถุางป่าเพื่ิ�มมากขึ้้�นและนอกจัากนี�ชาวบ้านยังขัึ้บรถุยนต์  
หร่อนำาเคร่�องม่อการเกษตรผ่านป่าไปยังพื่่�นที�เกษตรขึ้อง 
ตัวเองจั้งทำาให้ป่าบางส่วนถุูกทำาลายโดยเฉพื่าะพื่่ชพื่่�นล่างที�
โดนเหยียบยำ�าโดยเคร่�องจัักรและรถุยนต์ ดังนั�นในการศ้กษา
ครั�งนี�ผู้วิจััยจั้งต้องการศ้กษาความหลากชนิดและดัชนีความ
สำาคญัขึ้องพื่รรณไม ้เพื่่�อวเิคราะห์หาพื่รรณไม้ที�มีความสำาคัญ
ในสังคมป่าชุมชนผาดำา ซึ้้�งขึ้้อมูลที�ได้สามารถุเป็นขึ้้อมูล 
ในการวางแผนการพื่ัฒนาและแนวทางในการอนุรักษ์ป่า 
ถุำ�าผาดำาต่อไป

วิธีด�าเนินการวิจยั
  การศ้กษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในพื่่�นที�
ศ้กษาป่าชุมชนผาดำา ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัด
เลย มีลักษณะเป็นป่าเต็งรัง มีพื่่�นที�ประมาณ 200 ไร่ เป็นป่า
ชุมชนที�ชาวบ้านอาศัยอยู่รอบๆ เขึ้้ามาใช้ประโยชน์ ในการ
ศ้กษาครั�งนี�ใช้วิธีการสำารวจัวางแปลงตัวอย่างเป็นระยะเวลา 
1 ปี โดยมีวิธีการศ้กษาดังนี� 

 1. ศ้กษาตัวอย่างพื่รรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง
ตัวอย่างตามวิธีการขึ้อง Krebs (1985) ด้วยการวางแปลง
ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด 20x20 เมตร จัำานวน 14 แปลง
เพื่่�อศก้ษาพื่รรณไมต้น้ที�มเีสน้ผา่ศนูยก์ลางที�ความสงูเพื่ยีงอก  
(Diameter at Breast Height: DBH) ที�ระดับมากกว่า 130 
เซึ้นตเิมตร จัากพื่่�นดนิและมเีสน้รอบวงมากกว่า 10 เซึ้นตเิมตร
ขึ้้�นไป และวางแปลงยอ่ยขึ้นาด 5x5 เมตร ในแปลงตวัอยา่งทั�ง  
14 แปลง แปลงละ 1 แปลงย่อย เพื่่�อศ้กษาพื่รรณไม้พื่่�นล่าง  
เช่น ไม้ล้มลุก ไม้เถุา ไม้เล่�อย ลูกไม้ เก็บขึ้้อมูลพื่รรณไม้ต้น
ดงันี�คอ่ช่�อพื่รรณไม ้ขึ้นาดเสน้รอบวงขึ้องลำาตน้ที�ความสงู 130 
เซึ้นติเมตร ความสูงทั�งหมดขึ้องต้น จัำานวนต้น และชนิดขึ้อง
พื่รรณไม้ที�พื่บในแปลงตัวอย่าง

  2. เก็บตัวอย่าง และถุ่ายภาพื่ตัวอย่างพื่รรณไม้จัาก
แปลงตัวอย่าง เพื่่�อศ้กษาลักษณะทางสัณฐานวิทยา ตรวจัหา
ช่�อวงศ ์ช่�อวทิยาศาสตร์ และช่�อพื่่�นเมอ่ง ดว้ยหนงัสอ่พื่รรณไม้
แหง่ประเทศไทย เชน่ ช่�อพื่รรณไมแ้หง่ประเทศไทย (เตม็ สมติิ
นันท์, 2557) ลักษณะประจัำาวงศ์พื่รรณไม้ 1-3 (ก่องกานดา 
ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) พื่รรณพื่ฤกษชาติประเทศไทย 
หรอ่การสอบถุามจัากผูเ้ชี�ยวชาญดา้นพื่ช่ ตวัอยา่งพื่รรณไมแ้หง้
และตวัอยา่งพื่รรณไมด้อง เกบ็รวบรวมไวท้ี�สาขึ้าวชิาชวีวทิยา 
คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏเลย
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 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสำาคัญขึ้องพัื่นธุ์ไม้  
(Important Value Index: IVI) คา่ดชันคีวามหลากหลายขึ้องชนดิพื่นัธุ์  
(Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะหค์วามหลากหลาย 
ชนิดพื่ันธุ์ (D) และดัชนีค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัว  
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ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง

ตวัอย่างเป็นระยะเวลา 1 ปี โดยมวีธิกีารศกึษาดงันี�  

 1. ศกึษาตวัอย่างพรรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง

ตวัอย่างตามวธิกีารของ Krebs (1985) ดว้ยการวางแปลง

ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขนาด 20x20 เมตร จํานวน 14 

แปลงเพื�อศกึษาพรรณไมต้้นที�มเีสน้ผ่าศูนย์กลางที�ความสูง

เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 
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 ×100 
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BA=
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  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 
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        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 
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ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัช นีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
 

ค่าความถี�สมัพทัธ ์(relative frequency; RF)  

RF=
ความถี�ของพชืชนิดนั �น

ผลรวมความถี�ของพชืทุกชนิด
 ×100 

ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           

BA=
พื�นที�หน้าตดัของไมช้นิดนั �นทั �งหมด

พื�นที�ที�ทาํการสํารวจ
 

  

ค่าความเด่นสมัพทัธ ์(relative dominance: RDO)     

RDo =
ความเด่นของไมช้นิดนั �น

ความเด่นรวมของไมท้กุชนิด
 

  ค่าดชันีความสําคญัทางนิเวศวิทยาของพนัธุ์ไม ้

(important value index: IVI) 
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โดย   H' คอื ค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุไ์ม ้  

         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  

        S คอืจาํนวนชนิดพรรณไมท้ั �งหมด 

        ln pi คอืค่า log ฐานธรรมชาตขิอง pi 

 

ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

ประโยชน์ ในการศึกษาครั �งนี�ใช้วิธีการสํารวจวางแปลง
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เพี ย งอก  (Diameter at Breast Height: DBH) ที� ร ะดับ

มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 
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หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์
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วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 
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ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ
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ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 
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(important value index: IVI) 
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         pi คอืสดัส่วนระหว่างจํานวนต้นไมช้นิด i ต่อจํานวน

ตน้ไมท้ั �งหมด  
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มากกว่า 130 เซนติเมตร จากพื�นดินและมีเส้นรอบวง

มากกว่า 10 เซนติเมตรขึ�นไป และวางแปลงย่อยขนาด 

5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
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ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่
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ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           
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5x5 เมตร ในแปลงตวัอย่างทั �ง 14 แปลง แปลงละ 1 แปลง

ย่อย เพื�อศกึษาพรรณไม้พื�นล่าง เช่น ไมล้้มลุก ไม้เถา ไม้

เลื�อย ลูกไม้ เก็บข้อมูลพรรณไม้ต้นดงันี�คือชื�อพรรณไม ้

ขนาดเส้นรอบวงของลําต้นที�ความสูง 130 เซนติเมตร 

ความสูงทั �งหมดของต้น จํานวนต้น และชนิดของพรรณไม้

ที�พบในแปลงตวัอย่าง 

  2. เก็บตวัอย่าง และถ่ายภาพตัวอย่างพรรณไม้

จากแปลงตัวอย่าง เพื�อศึกษาลกัษณะทางสณัฐานวิทยา 

ตรวจหาชื�อวงศ์ ชื�อวิทยาศาสตร์ และชื�อพื�นเมือง ด้วย

หนังสอืพรรณไม้แห่งประเทศไทย เช่น ชื�อพรรณไม้แห่ง

ประเทศไทย (เต็ม สมิตินันท์, 2557) ลกัษณะประจําวงศ์

พรรณไม ้1-3 (ก่องกานดา ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) 

พรรณพฤกษชาติประเทศไทย หรือการสอบถามจาก

ผู้เชี�ยวชาญด้านพืช ตัวอย่างพรรณไม้แห้งและตัวอย่าง

พรรณไม้ดอง เก็บรวบรวมไว้ที�สาขาวิชาชีววิทยา คณะ

วทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏัเลย 

 3. วิเคราะห์ค่าดัชนีความสําคัญของพันธุ์ ไม ้

(Important Value Index: IVI) ค่าดัชนีความหลากหลาย

ของชนิดพนัธุ์ (Shannon-Wiener Index: H’) โดยวเิคราะห์

ความหลากหลายชนิดพันธุ์  (D) และดัชนีค่ าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) (ดอกรกั มารอด, 2554) 

โดยมสีตูรในการคาํนวณ ดงันี� 

ค่าความหนาแน่น (density: D)              

D =
จาํนวนตน้ทั �งหมดของพชืชนิดนั �นในแปลงตวัอย่าง

พื�นที�รวมของแปลงตวัอย่างที�ศกึษา
 

 

ค่ า ค ว าม ห น าแ น่ น สัม พั ท ธ์  ( relative density: RD) 

RD =
ความหนาแน่นของพชืชนิดนั �น

ความหนาแน่นของพชืทุกชนิด
 ×100 

 

ค่าความถี� (frequency: F)            

F =
จาํนวนแปลงตวัอย่างที�พชืชนิดนั �นปรากฎอยู่

จาํนวนแปลงตวัอยา่งที�ทาํการสํารวจ
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ค่าความเด่น (dominance: Do) หรือความเด่นในด้าน

พื�นที�หน้าตดั (basal area: BA)           
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ค่าความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (evenness: J) 

   J = 
H'

Hmax

 

เมื�อ  J คอืดชันีความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั 

      H' คอืค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุ์ 

      Hmax คอืค่าความหลากหลายของชนิด มค่ีาสูงสุดเมื�อ

มีจํานวนชนิดเท่ากันซึ�งคํานวณได้จากสูตร Hmax = lnS 

เมื�อ S = จาํนวนชนิดของพชืชนิดนั �น ๆ 

 

ค่าความหลากหลาย (Species diversity: D) 

            D = eH1   

โดย D คอืความหลากหลายชนิดพนัธุ์ 

      e  = 2.71828 (ค่า log ฐานธรรมชาต)ิ       

      H1 คอืค่าดชันีความหลากหลายของชนิดพนัธุ์ 

 

ผลการวิจยั 

การศึกษาความหลากหลายทางชวีภาพของพรรณ

ไม้ในป่าชุมชนผาดํา อําเภอนาด้วง จงัหวดัเลย สภาพป่าที�

ทาํการศกึษาเป็นป่าเตง็รงั ป่าโคก ที�ประชาชนใชป้ระโยชน์ใน

การเกบ็สมุนไพร เกบ็เหด็ แมลง และพชืผกัต่างๆ พบจํานวน

ชนิดพรรณไม้ทั �งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด วงศ์ที�พบ

มากที�สุดคอืวงศ ์Rubiaceae จํานวน 7 ชนิด รองลงมาคอืวงศ ์

Dipterocarpaceae จํ า น ว น  4 ช นิ ด  ว ง ศ์  Asteraceae, 

Cyperaceae, Zingiberaceae และ Fabaceae จํานวนวงศ์ละ 

3 ช นิ ด  ส่ ว น ว ง ศ์ Apocynaceae,  Asparagaceae, 

Boraginaceae, Celastraceae Convolvulaceae, Costaceae, 

Hypericaceae,  Irvingiaceae,  Lamiaceae,  Leeaceae, 

Lecythidaceae, Loganiaceae, Lygodaceae, Primulaceae, 

Ochnaceae, Poaceae, Sapindaceae, Santalaceae และวงศ ์

Simaroubaceae พบเพยีงวงศ ์และ 1 ชนิด  

จําแนกพืชที�ทําการศึกษาออกเป็น 2 กลุ่ม ได้แก่

กลุ่มที� 1 ไม้ต้นพบจํานวน 13 วงศ์ 18 สกุล 21 ชนิด ไมต้้นที�

มีค่าดัชนีความสําคัญ (IVI) สูงสุดคือเต็ง (Shorea obtusa 

Wall. ex Blume) มี ค่ า เท่ ากั บ  150.160 ค่ าดั ชนี ค วาม

หลากหลายของชนิดพันธุ์ (H') มีค่าเท่ากับ 3.034 ค่าความ

สมํ�าเสมอในการกระจายตัว (J) มีค่าเท่ากับ 0.996 และค่า

ความหลากหลาย (D) ของชนิดพนัธุ์ มคี่าเท่ากบั 7.454 กลุ่ม

ที� 2 ไม้พื�นล่างพบจํานวน 16 วงศ์ 23 สกุล 24 ชนิด ค่าดชันี

ความหลากหลายของชนิดพันธุ์ (H') มีค่าเท่ากับ 2.645 ค่า

ความสมํ�าเสมอในการกระจายตวั (J) มคี่าเท่ากบั 0.832 และ

ค่าความหลากหลายของชนิดพันธุ์ (D) มีค่าเท่ากับ 7.531 

(Table 1)  

ไม้ต้นที�สํารวจพบมากที� สุดจากการวางแปลง

ตั ว อย่ าง ใน พื� น ที�  ได้ แ ก่  เต็ ง  รอ งลงม าคื อ  เหี ย ง 

(Dipterocarpus obtusifolius Teijsm.ex Miq.) และ รงั (Shorea 

siamensis Miq.) ตามลําดับ ไม้ต้นที�มีการกระจายตัวมาก

ที�สุดคือ เต็ง พบใน 7 แปลงตัวอย่าง พลวง (Dipterocarpus 

tuberculatus Roxb.) แ ล ะ ตู ม ก า  (Strychnos nux-blanda 

A.W.Hill) พบใน 5 แปลง และ 4 แปลงตัวอย่างตามลําดับ 

รองลงมาคือ แดง (Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub.) พลวง รงั 

ช้ างน้ าว  (Ochna integerrima (Lour.) Merr.)  ม ะคั งแด ง 

(Dioecrescis erythroclada (Kurz) Tirveng.) แ ล ะสี ด า โค ก 

(Gardenia obtusifolia Roxb. ex Hook.f.) พ บ ใน  3 แป ลง

ตั ว อ ย่ า ง  ส่ ว น ก ร ะ บ ก  ( Irvingia malayana Oliv. ex 

A.W.Benn.) และยอป่า (Morinda coreia Buch.-Ham.) พบใน 

2 แปลงตวัอย่าง 

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province 

No.       Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi 

1 Apocynaceae Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) 

D.J.Middleton & Livsh. 

Som lom UC 6.329 -0.081 

2 Asparagaceae Ophiopogon intermedius 

var. pauciflorus Hook.f. 

Faek hom UC 8.881 -0.128 
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บทน�า
ประเทศไทยตั�งอยูแ่ถุบเสน้ศนูยส์ตูรมสีภาพื่ภมูอิากาศที�เอ่�อตอ่
การเจัรญิเตบิโตขึ้องสิ�งมชีวีติจัง้สง่ผลใหม้คีวามหลากหลายทาง
ชวีภาพื่สงูแหง่หน้�งขึ้องโลก ปา่ไมข้ึ้องประเทศไทย มสีภาพื่ปา่ 
นานาชนิดตั�งแต่ยอดเขึ้าลงสู่ที�ราบจันจัรดชายฝุ่ั�งทะเล ซึ้้�ง 
ป่าไม้เป็นแหล่งทรัพื่ยากรที�เก่�อกูลการดำารงชีวิตขึ้องมนุษย์
ตั�งแต่อดีตกาลโดยมนุษย์ได้อาศัยแหล่งทรัพื่ยากรธรรมชาติ 
ที�อยูร่อบตวัมาใชป้ระโยชนเ์พื่่�อการอยูร่อดโดยการผา่นการเรยีนรู้ 
การนำาพื่ช่พื่รรณชนิดตา่งๆ มาใช้ ทั�งเพื่่�อการบริโภคเป็นอาหาร 
ยารกัษาโรค เคร่�องนุง่หม่ และที�อยูอ่าศยั ในปจััจับุนัประชากรโลก
เพื่ิ�มขึ้้�น ความต้องการขึ้องมนุษยม์ากขึ้้�นแต่ในทางตรงกันขึ้า้ม
จัะเห็นวา่ทรพัื่ยากรป่าไมล้ดลง ในปี พื่.ศ. 2564 ภาคตะวันออก 
เฉียงเหน่อมีพื่่�นที�ป่าทั�งหมดประมาณ 15,702,387.78 ไร่  
เปน็พื่่�นที�ปา่ชมุชนประมาณ 1,246,890 ไร ่จังัหวดัเลยมพีื่่�นที�ปา่
รอ้ยละ 32.18 ขึ้องพื่่�นที�ทั�งหมดขึ้องจังัหวดั ซึ้้�งจัดัวา่เปน็จัังหวดั
ที�มีพื่่�นที�ป่ามากเป็นอันดับที� 2 ขึ้องภาคตะวันออกเฉียงเหน่อ  
รองมาจัากจัังหวัดมุกดาหาร (กรมป่าไม้ สำานักแผนงานและ
สารสนเทศ, 2564) สำาหรับการศ้กษาพื่่ชในพื่่�นที�ป่าในจัังหวัด
เลยมีรายงานขึ้อง เทียมหทัย ชูพื่ันธ์ และวิไลลักษณ์ ซึู้มสไต
อนิน ์(2558) ศก้ษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในวนอุทยาน
ภูผาล้อม อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย ที�ประกอบด้วยป่าดิบแล้ง
และปา่เตง็รงั ดว้ยวธิกีารวางแปลงตวัอยา่งแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด  
20×20 เมตร จัำานวน 7 แปลง พื่บพื่รรณไม้ทั�งสิ�น 37 วงศ์ 
57 สกุล 66 ชนิด บุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์ และคณะ (2566) รายงาน
ความหลากหลายและการใชป้ระโยชนท์างยาจัากพื่ช่สมนุไพื่ร 
ในชมุชนบา้นสวนหอ้ม ตำาบลปวนพื่ ุอำาเภอหนองหนิ จังัหวดัเลย  
พื่บ พื่่ชสมุนไพื่รทั�งหมด 34 ชนิด 32 สกุล 27 วงศ์ พื่่ชที�พื่บ
มากที�สุดค่อวงศ์ Fabaceae-Caesalpinioideae 

 ป่าชมุชนผาดำาตั�งอยูท่ี�ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาดว้ง 
จังัหวดัเลย ลอ้มรอบดว้ยชมุชนบา้นหว้ยตาด บา้นใหมส่นัตธิรรม 
และบา้นโพื่นสวา่ง ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาดว้ง จังัหวดัเลย 
มีพื่่�นที�ประมาณ 200 ไร่ มีสภาพื่ป่าเป็นป่าเต็งรัง ล้อมรอบไป
ดว้ยภเูขึ้าหนิปนูสลบัซึ้บัซึ้อ้นมหีนา้ผาสงู มถีุำ�าขึ้นาดใหญ ่และ
ส่วนที�เหล่อจัะล้อมรอบด้วยพื่่�นที�ทำาการเกษตรขึ้องชาวบ้าน
ซึ้้�งส่วนใหญ่จัะทำาสวนผลไม้ สวนยางพื่ารา ในพื่่�นที�ป่าชุมชน
มีการตัดถุนนลูกรังผ่านให้ผู้คนได้สัญจัรในการเขึ้้าไปทำาการ
เกษตร และไปปฏบิตัธิรรมที�สถุานปฏบิตัธิรรมวดัถุำ�าผาดำาสันติ
ธรรม และวัดถุำ�าผาขึ้าม ในปี พื่.ศ. 2562 ได้มีการพื่ัฒนาให้วัด
ถุำ�าผาดำาเป็นสถุานที�ท่องเที�ยวเชิงนิเวศ ควบคู่กับการอนุรักษ์
ฟ้�นฟสูภาพื่แวดลอ้มโดยให้มกีารพัื่ฒนาถุำ�าซึ้้�งมขีึ้นาดใหญ่และ
ภายในถุำ�าได้แบ่งออกเป็นห้องเล็กๆ อีกกว่า 15 ห้อง บริเวณ
พื่่�นที�ภายนอกถุำ�าไดเ้ตรยีมพื่่�นที�ไวใ้นการสรา้งศาลาการเปรยีญ
ที�มีต้นตะเคียนทองย่นต้นตายจัำานวน 108 ต้น และพื่่�นที�ป่ามี
ประชาชนที�อยู่ล้อมรอบป่าได้มีการใช้ประโยชน์จัากป่า ค่อ 

มีการเก็บขึ้องป่า และยาสมุนไพื่ร โดยหมอพื่่�นบ้านที�มีความรู ้
ทางด้านสมุนไพื่ร เพื่่�อรักษาคนในชุมชน หร่อในครอบครัว
ขึ้องตัวเอง และเก็บสมุนไพื่รไปขึ้ายเป็นอาชีพื่สร้างรายได้  
จัากการพื่ัฒนาทำาถุนนลูกรังผ่านป่า ซึ้้�งบริเวณล้อมรอบป่า
ส่วนใหญ่เป็นพื่่�นที�การเกษตรขึ้องชาวบ้าน จั้งทำาให้มีการ 
แผ้วถุางป่าเพื่ิ�มมากขึ้้�นและนอกจัากนี�ชาวบ้านยังขัึ้บรถุยนต์  
หร่อนำาเคร่�องม่อการเกษตรผ่านป่าไปยังพื่่�นที�เกษตรขึ้อง 
ตัวเองจั้งทำาให้ป่าบางส่วนถุูกทำาลายโดยเฉพื่าะพื่่ชพื่่�นล่างที�
โดนเหยียบยำ�าโดยเคร่�องจัักรและรถุยนต์ ดังนั�นในการศ้กษา
ครั�งนี�ผู้วิจััยจั้งต้องการศ้กษาความหลากชนิดและดัชนีความ
สำาคญัขึ้องพื่รรณไม ้เพื่่�อวเิคราะห์หาพื่รรณไม้ที�มีความสำาคัญ
ในสังคมป่าชุมชนผาดำา ซึ้้�งขึ้้อมูลที�ได้สามารถุเป็นขึ้้อมูล 
ในการวางแผนการพื่ัฒนาและแนวทางในการอนุรักษ์ป่า 
ถุำ�าผาดำาต่อไป

วิธีด�าเนินการวิจยั
  การศ้กษาความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในพื่่�นที�
ศ้กษาป่าชุมชนผาดำา ตำาบลนาดอกคำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัด
เลย มีลักษณะเป็นป่าเต็งรัง มีพื่่�นที�ประมาณ 200 ไร่ เป็นป่า
ชุมชนที�ชาวบ้านอาศัยอยู่รอบๆ เขึ้้ามาใช้ประโยชน์ ในการ
ศ้กษาครั�งนี�ใช้วิธีการสำารวจัวางแปลงตัวอย่างเป็นระยะเวลา 
1 ปี โดยมีวิธีการศ้กษาดังนี� 

 1. ศ้กษาตัวอย่างพื่รรณไม้โดยการสุ่มวางแปลง
ตัวอย่างตามวิธีการขึ้อง Krebs (1985) ด้วยการวางแปลง
ตัวอย่างแบบสี�เหลี�ยมขึ้นาด 20x20 เมตร จัำานวน 14 แปลง
เพื่่�อศก้ษาพื่รรณไมต้น้ที�มเีสน้ผา่ศนูยก์ลางที�ความสงูเพื่ยีงอก  
(Diameter at Breast Height: DBH) ที�ระดับมากกว่า 130 
เซึ้นตเิมตร จัากพื่่�นดนิและมเีสน้รอบวงมากกว่า 10 เซึ้นตเิมตร
ขึ้้�นไป และวางแปลงยอ่ยขึ้นาด 5x5 เมตร ในแปลงตวัอยา่งทั�ง  
14 แปลง แปลงละ 1 แปลงย่อย เพื่่�อศ้กษาพื่รรณไม้พื่่�นล่าง  
เช่น ไม้ล้มลุก ไม้เถุา ไม้เล่�อย ลูกไม้ เก็บขึ้้อมูลพื่รรณไม้ต้น
ดงันี�คอ่ช่�อพื่รรณไม ้ขึ้นาดเสน้รอบวงขึ้องลำาตน้ที�ความสงู 130 
เซึ้นติเมตร ความสูงทั�งหมดขึ้องต้น จัำานวนต้น และชนิดขึ้อง
พื่รรณไม้ที�พื่บในแปลงตัวอย่าง

  2. เก็บตัวอย่าง และถุ่ายภาพื่ตัวอย่างพื่รรณไม้จัาก
แปลงตัวอย่าง เพื่่�อศ้กษาลักษณะทางสัณฐานวิทยา ตรวจัหา
ช่�อวงศ ์ช่�อวทิยาศาสตร์ และช่�อพื่่�นเมอ่ง ดว้ยหนงัสอ่พื่รรณไม้
แหง่ประเทศไทย เชน่ ช่�อพื่รรณไมแ้หง่ประเทศไทย (เตม็ สมติิ
นันท์, 2557) ลักษณะประจัำาวงศ์พื่รรณไม้ 1-3 (ก่องกานดา 
ชยามฤต, 2548, 2550, 2551) พื่รรณพื่ฤกษชาติประเทศไทย 
หรอ่การสอบถุามจัากผูเ้ชี�ยวชาญดา้นพื่ช่ ตวัอยา่งพื่รรณไมแ้หง้
และตวัอยา่งพื่รรณไมด้อง เกบ็รวบรวมไวท้ี�สาขึ้าวชิาชวีวทิยา 
คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏเลย
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No.  Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi

25 Lecythidaceae Careya arborea Roxb Kradon TC 7.932 -0.292

26 Loganiaceae Strychnos nux-blanda A.W.Hill Tumka TC 26.711 -0.099

27 Lygodaceae Lygodium polystachyum Wall.ex T.Moore Li phao UC 4.487 -0.101

28 Primulaceae Ardisia polycephala Wall. ex A.DC. Tin cham UC 3.268 -0.053

29 Myrtaceae Syzygium cumini (L.) Skeels Wa TC 9.347 -0.073

30 Ochnaceae Ochna integerrima (Lour.) Merr. Chang nao TC 16.927 -0.098

31 Poaceae Vietnamosasa pusilla (A.Chev. & A.Camus)
T.Q.Nguyen

Phek UC 52.709 -0.297

32 Rutaceae Clausena wallichii var. guillauminii (Yu.Tanaka) 
Molino

Song fa UC 8.650 -0.155

33 Rubiaceae Ixora cibdela Craib Khem pa UC 6.758 -0.049

34 Rubiaceae Paederia linearis Hook.f. Tot mu tot ma UC 3.824 -0.119

35 Rubiaceae Dioecrescis erythroclada (Kurz) Tirveng. Ma khang daeng TC 13.238 -0.094

36 Rubiaceae Gardenia sootepensis Hutch. Kham mok luang TC 12.151 -0.122

37 Rubiaceae Gardenia obtusifolia Roxb. ex Hook.f. Si da khok TC 16.950 -0.130

38 Rubiaceae Morinda coreia Buch.-Ham. Yo pa TC 12.896 -0.109

39 Rubiaceae Mitragyna hirsuta Havil Kra thum khok TC 12.558 -0.207

40 Sapindaceae Lepisanthes rubiginosa (Roxb.) Leenh. Ma huat TC 2.639 -0.07

41 Santalaceae Scleropyrum pentandrum (Dennst.) Mabb. Mueat khon TC 4.095 -0.060

42 Simaroubaceae Harrisonia perforata (Blanco) Merr. Khontha UC 2.507 -0.071

43 Zingiberaceaea Kaempferia marginata Carey ex Roscoe Wan toop moop UC 11.876 -0.202

44 Zingiberaceaea Curcuma angustifolia Roxb Krachiao daeng UC 8.514 -0.116

45 Zingiberaceae Curcuma parviflora Wall. Krachiao khao UC 3.697 -0.071

Species diversity index (H’) UC
TC

2.645
3.034

Evenness (J) UC
TC

 0.832
 0.996

Diversity (D) UC
TC

 7.531
 7.454

หมายเหต ุ: Group : กลุ่มพื่่ชที�ศ้กษา 
 TC (Tree categories) : ไม้ต้น, UC (Understory categories) : ไม้พื่่�นล่าง

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province (cont.)

 และอีก 10 ชนดิที�พื่บในแปลงตัวอยา่งจัำานวน 1 แปลง  
ไม้ต้นที�มีค่าดัชนีความสำาคัญสูงที�สุด ได้แก่ เต็ง มีค่าเท่ากับ 
150.160 รองลงมา ค่อ พื่ลวงและรัง มีค่าเท่ากับ 43.442 และ  
32.937 ตามลำาดับ การกระจัายตัวขึ้องไม้พื่่�นล่างที�มากที�สุด
จัำานวน 7 แปลง ค่อ หญ้านิ�วหนู (Fimbristylis dichotoma (L.) 
Vahl) รองลงมาพื่บจัำานวน 6 แปลง ไดแ้ก ่เพื่ก็ (Vietnamosasa 
pusilla (A.Chev. & A.Camus) T.Q.Nguyen) และหญา้คมบาง 
(Scleria levis Retz.) พื่บจัำานวน 5 แปลง ได้แก่ เขึ้็มป่า (Ixora 
cibdela Craib) โดไ่มรู่ล้ม้ (Elephantopus scaber L.) สาบเสอ่  

(Chromolaena odorata (L.) R.M.King & H.Rob.) วา่นตบูหมบู  
(Kaempferia marginata Carey ex Roscoe) กระเจัียวแดง  
(Curcuma angustifolia Roxb) แฝุ่กหอม (Ophiopogon 
intermedius var. pauciflorus Hook.f.) และ หญ้าแห้วหมู  
(Cyperus rotundus L.) พื่บจัำานวน 4 แปลง ค่อ ส่องฟ้า 
(Clausena wallichii var. guillauminii (Yu.Tanaka) Molino) 
สม้ลม (Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) D.J.Middleton 
& Livsh.) และเอ่�องหมายนา (Hellenia speciosa (J.Koenig) 
S.R.Dutta) พื่บใน 2 แปลง ค่อ ตีนจัำา (Ardisia polycephala 
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การกระจัายตวั (J) มคีา่เทา่กบั 0.996 และคา่ความหลากหลาย  
(D) ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ มีค่าเท่ากับ 7.454 กลุ่มที� 2 ไม้พื่่�นล่างพื่บ
จัำานวน 16 วงศ์ 23 สกุล 24 ชนิด ค่าดัชนีความหลากหลาย
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H’) มีค่าเท่ากับ 2.645 ค่าความสมำ�าเสมอ 
ในการกระจัายตวั (J) มคีา่เท่ากบั 0.832 และค่าความหลากหลาย 
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (D) มีค่าเท่ากับ 7.531 (Table 1) 

 ไมต้น้ที�สำารวจัพื่บมากที�สดุจัากการวางแปลงตวัอยา่ง
ในพื่่�นที� ได้แก่ เต็ง รองลงมาค่อ เหียง (Dipterocarpus  
obtusifolius Teijsm.ex Miq.) และ รัง (Shorea siamensis 
Miq.) ตามลำาดับ ไม้ต้นที�มีการกระจัายตัวมากที�สุดค่อ เต็ง  

พื่บใน 7 แปลงตัวอย่าง พื่ลวง (Dipterocarpus tuberculatus  
Roxb.) และตูมกา (Strychnos nux-blanda A.W.Hill) พื่บใน  
5 แปลง และ 4 แปลงตัวอย่างตามลำาดับ รองลงมาค่อ  
แดง (Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub.) พื่ลวง รัง ช้างน้าว 
(Ochna integerrima (Lour.) Merr.) มะคังแดง (Dioecrescis  
erythroclada (Kurz) Tirveng.) และสีดาโคก (Gardenia  
obtusifolia Roxb. ex Hook.f.) พื่บใน 3 แปลงตัวอย่าง ส่วน
กระบก (Irvingia malayana Oliv. ex A.W.Benn.) และ 
ยอป่า (Morinda coreia Buch.-Ham.) พื่บใน 2 แปลงตัวอย่าง

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province

No.  Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi

1 Apocynaceae Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) 
D.J.Middleton & Livsh.

Som lom UC 6.329 -0.081

2 Asparagaceae Ophiopogon intermedius var. pauciflorus Hook.f. Faek hom UC 8.881 -0.128

3 Asteraceae Chromolaena odorata (L.) R.M.King & H.Rob. Sap suea UC 12.649 -0.217

4 Asteraceae Elephantopus scaber L. Do mai ru lom UC 9.039 -0.132

5 Asteraceae Gymnanthemum extensum (DC.) Steetz Pa cha mong UC 3.783 -0.075

6 Boraginaceae Heliotropium indicum L. Ya nguang 
chang

UC 3.228 -0.051

7 Celastraceae Salacia chinensis L. Kam phaeng 
chet chan

TC 9.632 -0.073

8 Convolvulaceae Camonea vitifolia (Burm.f.) A.R.Simões & Staples Chingcho UC 2.936 -0.036

9 Costaceae Hellenia speciosa (J.Koenig) S.R.Dutta Ueang mai na UC 5.622 -0.051

10 Cyperaceae Cyperus rotundus L. Ya haeo mu UC 10.068 -0.161

11 Cyperaceae Scleria levis Retz. Ya khom bang UC 10.182 -0.131

12 Cyperaceae Fimbristylis dichotoma (L.) Vahl Ya nio nu UC 13.881 -0.194

13 Dipterocarpaceae Shorea siamensis Miq. Rang TC 32.937 -0.217

14 Dipterocarpaceae Dipterocarpus tuberculatus Roxb. Phluang TC 26.411 -0.192

15 Dipterocarpaceae Shorea obtusa Wall. ex Blume Teng TC 150.160 -0.248

16 Dipterocarpaceae Dipterocarpus obtusifolius Teijsm.ex Miq Hiang TC 43.442 -0.261

17 Euphorbiaceae Croton oblongifolius Roxb Plao yai TC 6.2589 -0.080

18 Fabaceae Mimosa pudica L. Maiyarap UC 3.557 -0.066

19 Fabaceae Peltophorum dasyrrhachis (Miq.) Kurz A rang TC 9.928 -0.073

20 Fabaceae Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub. Daeng TC 27.751 -0.277

21 Hypericaceae Cratoxylum cochinchinense (Lour.) Blume Tio kliang TC 8.620 -0.122

22 Irvingiaceae Irvingia malayana Oliv. ex A.W.Benn. Krabok TC 10.092 -0.128

23 Lamiaceae Rotheca serrata (L.) Steane & Mabb. Akkhi thawan UC 1.715 -0.035

24 Leeaceae Leea indica (Burm.f) Merr. Katang bai UC 1.848 -0.042
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No.  Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi

25 Lecythidaceae Careya arborea Roxb Kradon TC 7.932 -0.292

26 Loganiaceae Strychnos nux-blanda A.W.Hill Tumka TC 26.711 -0.099

27 Lygodaceae Lygodium polystachyum Wall.ex T.Moore Li phao UC 4.487 -0.101

28 Primulaceae Ardisia polycephala Wall. ex A.DC. Tin cham UC 3.268 -0.053

29 Myrtaceae Syzygium cumini (L.) Skeels Wa TC 9.347 -0.073

30 Ochnaceae Ochna integerrima (Lour.) Merr. Chang nao TC 16.927 -0.098

31 Poaceae Vietnamosasa pusilla (A.Chev. & A.Camus)
T.Q.Nguyen

Phek UC 52.709 -0.297

32 Rutaceae Clausena wallichii var. guillauminii (Yu.Tanaka) 
Molino

Song fa UC 8.650 -0.155

33 Rubiaceae Ixora cibdela Craib Khem pa UC 6.758 -0.049

34 Rubiaceae Paederia linearis Hook.f. Tot mu tot ma UC 3.824 -0.119

35 Rubiaceae Dioecrescis erythroclada (Kurz) Tirveng. Ma khang daeng TC 13.238 -0.094

36 Rubiaceae Gardenia sootepensis Hutch. Kham mok luang TC 12.151 -0.122

37 Rubiaceae Gardenia obtusifolia Roxb. ex Hook.f. Si da khok TC 16.950 -0.130

38 Rubiaceae Morinda coreia Buch.-Ham. Yo pa TC 12.896 -0.109

39 Rubiaceae Mitragyna hirsuta Havil Kra thum khok TC 12.558 -0.207

40 Sapindaceae Lepisanthes rubiginosa (Roxb.) Leenh. Ma huat TC 2.639 -0.07

41 Santalaceae Scleropyrum pentandrum (Dennst.) Mabb. Mueat khon TC 4.095 -0.060

42 Simaroubaceae Harrisonia perforata (Blanco) Merr. Khontha UC 2.507 -0.071

43 Zingiberaceaea Kaempferia marginata Carey ex Roscoe Wan toop moop UC 11.876 -0.202

44 Zingiberaceaea Curcuma angustifolia Roxb Krachiao daeng UC 8.514 -0.116

45 Zingiberaceae Curcuma parviflora Wall. Krachiao khao UC 3.697 -0.071

Species diversity index (H’) UC
TC

2.645
3.034

Evenness (J) UC
TC

 0.832
 0.996

Diversity (D) UC
TC

 7.531
 7.454

หมายเหต ุ: Group : กลุ่มพื่่ชที�ศ้กษา 
 TC (Tree categories) : ไม้ต้น, UC (Understory categories) : ไม้พื่่�นล่าง

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province (cont.)

 และอีก 10 ชนดิที�พื่บในแปลงตัวอยา่งจัำานวน 1 แปลง  
ไม้ต้นที�มีค่าดัชนีความสำาคัญสูงที�สุด ได้แก่ เต็ง มีค่าเท่ากับ 
150.160 รองลงมา ค่อ พื่ลวงและรัง มีค่าเท่ากับ 43.442 และ  
32.937 ตามลำาดับ การกระจัายตัวขึ้องไม้พื่่�นล่างที�มากที�สุด
จัำานวน 7 แปลง ค่อ หญ้านิ�วหนู (Fimbristylis dichotoma (L.) 
Vahl) รองลงมาพื่บจัำานวน 6 แปลง ไดแ้ก ่เพื่ก็ (Vietnamosasa 
pusilla (A.Chev. & A.Camus) T.Q.Nguyen) และหญา้คมบาง 
(Scleria levis Retz.) พื่บจัำานวน 5 แปลง ได้แก่ เขึ้็มป่า (Ixora 
cibdela Craib) โดไ่มรู่ล้ม้ (Elephantopus scaber L.) สาบเสอ่  

(Chromolaena odorata (L.) R.M.King & H.Rob.) วา่นตบูหมบู  
(Kaempferia marginata Carey ex Roscoe) กระเจัียวแดง  
(Curcuma angustifolia Roxb) แฝุ่กหอม (Ophiopogon 
intermedius var. pauciflorus Hook.f.) และ หญ้าแห้วหมู  
(Cyperus rotundus L.) พื่บจัำานวน 4 แปลง ค่อ ส่องฟ้า 
(Clausena wallichii var. guillauminii (Yu.Tanaka) Molino) 
สม้ลม (Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) D.J.Middleton 
& Livsh.) และเอ่�องหมายนา (Hellenia speciosa (J.Koenig) 
S.R.Dutta) พื่บใน 2 แปลง ค่อ ตีนจัำา (Ardisia polycephala 
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การกระจัายตวั (J) มคีา่เทา่กบั 0.996 และคา่ความหลากหลาย  
(D) ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ มีค่าเท่ากับ 7.454 กลุ่มที� 2 ไม้พื่่�นล่างพื่บ
จัำานวน 16 วงศ์ 23 สกุล 24 ชนิด ค่าดัชนีความหลากหลาย
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H’) มีค่าเท่ากับ 2.645 ค่าความสมำ�าเสมอ 
ในการกระจัายตวั (J) มคีา่เท่ากบั 0.832 และค่าความหลากหลาย 
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (D) มีค่าเท่ากับ 7.531 (Table 1) 

 ไมต้น้ที�สำารวจัพื่บมากที�สดุจัากการวางแปลงตวัอยา่ง
ในพื่่�นที� ได้แก่ เต็ง รองลงมาค่อ เหียง (Dipterocarpus  
obtusifolius Teijsm.ex Miq.) และ รัง (Shorea siamensis 
Miq.) ตามลำาดับ ไม้ต้นที�มีการกระจัายตัวมากที�สุดค่อ เต็ง  

พื่บใน 7 แปลงตัวอย่าง พื่ลวง (Dipterocarpus tuberculatus  
Roxb.) และตูมกา (Strychnos nux-blanda A.W.Hill) พื่บใน  
5 แปลง และ 4 แปลงตัวอย่างตามลำาดับ รองลงมาค่อ  
แดง (Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub.) พื่ลวง รัง ช้างน้าว 
(Ochna integerrima (Lour.) Merr.) มะคังแดง (Dioecrescis  
erythroclada (Kurz) Tirveng.) และสีดาโคก (Gardenia  
obtusifolia Roxb. ex Hook.f.) พื่บใน 3 แปลงตัวอย่าง ส่วน
กระบก (Irvingia malayana Oliv. ex A.W.Benn.) และ 
ยอป่า (Morinda coreia Buch.-Ham.) พื่บใน 2 แปลงตัวอย่าง

Table 1 Plants in Pha Dum community forest, Na Duang District, Loei Province

No.  Family Scientific name Local name Group (IVI pi ln pi

1 Apocynaceae Urceola polymorpha (Pierre ex Spire) 
D.J.Middleton & Livsh.

Som lom UC 6.329 -0.081

2 Asparagaceae Ophiopogon intermedius var. pauciflorus Hook.f. Faek hom UC 8.881 -0.128

3 Asteraceae Chromolaena odorata (L.) R.M.King & H.Rob. Sap suea UC 12.649 -0.217

4 Asteraceae Elephantopus scaber L. Do mai ru lom UC 9.039 -0.132

5 Asteraceae Gymnanthemum extensum (DC.) Steetz Pa cha mong UC 3.783 -0.075

6 Boraginaceae Heliotropium indicum L. Ya nguang 
chang

UC 3.228 -0.051

7 Celastraceae Salacia chinensis L. Kam phaeng 
chet chan

TC 9.632 -0.073

8 Convolvulaceae Camonea vitifolia (Burm.f.) A.R.Simões & Staples Chingcho UC 2.936 -0.036

9 Costaceae Hellenia speciosa (J.Koenig) S.R.Dutta Ueang mai na UC 5.622 -0.051

10 Cyperaceae Cyperus rotundus L. Ya haeo mu UC 10.068 -0.161

11 Cyperaceae Scleria levis Retz. Ya khom bang UC 10.182 -0.131

12 Cyperaceae Fimbristylis dichotoma (L.) Vahl Ya nio nu UC 13.881 -0.194

13 Dipterocarpaceae Shorea siamensis Miq. Rang TC 32.937 -0.217

14 Dipterocarpaceae Dipterocarpus tuberculatus Roxb. Phluang TC 26.411 -0.192

15 Dipterocarpaceae Shorea obtusa Wall. ex Blume Teng TC 150.160 -0.248

16 Dipterocarpaceae Dipterocarpus obtusifolius Teijsm.ex Miq Hiang TC 43.442 -0.261

17 Euphorbiaceae Croton oblongifolius Roxb Plao yai TC 6.2589 -0.080

18 Fabaceae Mimosa pudica L. Maiyarap UC 3.557 -0.066

19 Fabaceae Peltophorum dasyrrhachis (Miq.) Kurz A rang TC 9.928 -0.073

20 Fabaceae Xylia xylocarpa (Rxob.) Taub. Daeng TC 27.751 -0.277

21 Hypericaceae Cratoxylum cochinchinense (Lour.) Blume Tio kliang TC 8.620 -0.122

22 Irvingiaceae Irvingia malayana Oliv. ex A.W.Benn. Krabok TC 10.092 -0.128

23 Lamiaceae Rotheca serrata (L.) Steane & Mabb. Akkhi thawan UC 1.715 -0.035

24 Leeaceae Leea indica (Burm.f) Merr. Katang bai UC 1.848 -0.042
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ขึ้องโลก (Rare) จัำานวน 1 ชนิด ค่อเหม่อดคน (Scleropyrum 
pentandrum (Dennst.) Mabb.) (Forest Herbarium, 2017) 
ซึ้้�งพื่บพื่ช่ทั�งสองชนดินี�ในพื่่�นที�การศก้ษาเพื่ยีง 1 แปลงเทา่นั�น  
เอ่�อมพื่ร จัันทร์สองดวง และคณะ (2561) รายงานว่า 
คำามอกหลวงมีสรรพื่คุณทางสมุนไพื่รค่อใช้สำาหรับหญิง 
หลังคลอดบุตร ส่วนเหม่อดคนมีสรรพื่คุณทางสมุนไพื่รดังนี�  
ลำาต้นใช้ในการบำารุงกำาลัง แก่นใช้เป็นยาบำารุงนำ�านม ใบใช้
รกัษาผวิหนงั ผลใช้ฟอกเลอ่ด (คณะเภสัชศาสตร์ มหาวทิยาลยั
อุบลราชธานี, 2565) จัากขึ้้อมูลดังกล่าวอาจัทำาให้พื่่ชทั�งสอง
ชนิดในป่าชุมชนผาดำาหมดไป จั้งควรมีการประชาสัมพื่ันธ์ให้

ชุมชนที�อาศัยอยู่รอบๆ และผู้ที�มาใช้ประโยชน์จัากป่าชุมชน
ผาดำาได้ทราบและเห็นความสำาคัญขึ้องพื่่ชทั�งสองชนิดนี�  
เพื่่�อจัะได้วางแผนในการอนุรักษ์ต่อไป

 พื่่�นที�ป่าชุมชนผาดำาลักษณะป่าเป็นป่าเต็งรัง ล้อม
รอบด้วยพื่่�นที�การเกษตรขึ้องชาวบ้าน มีสถุานที�ปฏิบัติธรรม
และวัด ในพื่่�นที�ป่า นอกจัากนี�ยังได้รับงบประมาณสนับสนุน
ให้วัดถุ้าผาดำาเป็นสถุานที�ท่องเที�ยวเชิงนิเวศ ควบคู่กับการ
อนรุกัษฟ์้�นฟสูภาพื่แวดลอ้ม ปา่ชมุชนผาดำาเปน็พื่่�นที�หลกัขึ้อง
ชาวบ้านที�

Figure 1 Some species of plants in Pha Dum ommunity forest. 
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Wall. ex A.DC.) ไมยราบ (Mimosa pudica L.) กระเจัียวขึ้าว  
(Curcuma parviflora Wall.) หญ้างวงช้าง (Heliotropium 
indicum L.) ป่าช้าหมอง (Gymnanthemum extensum (DC.) 
Steetz) ลิเภา(Lygodium polystachyum Wall.ex T.Moore) 
พื่บเพื่ียง 1 แปลง ได้แก่ จัิงจั้อ (Camonea vitifolia (Burm.f.) 
A.R.Simões & Staples) อัคคีทวาร (Rotheca serrata (L.) 
Steane & Mabb.) กระตังใบ (Leea indica (Burm.f) Merr.) 
ไม้พื่่�นล่างที�มีค่าดัชนีความสำาคัญสูงสุด ค่อ เพื่็ก มีค่าเท่ากับ 
52.709 และไม้พื่่�นล่างที�สำารวจัพื่บมากที�สุดจัากการวางแปลง
ตัวอย่าง ได้แก่ เพื่็ก รองลงมาค่อ หญ้านิ�วหนู และสาบเส่อ

วิจารณ์ผลการวิจยั 
จัากการสำารวจัความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในเขึ้ตพื่่�นที� 
ป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย พื่บทั�งหมด  
29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด จัากการวิเคราะห์ค่าดัชนีความ 
หลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่าง เท่ากับ 3.034  
และ 2.645 คา่ความสมำ�าเสมอในการกระจัายตวั เทา่กบั 0.996 
และ 0.832 ตามลำาดบั ซึ้้�งมคีา่คอ่นขึ้า้งสงูเม่�อพื่จิัารณาตามเกณฑ์
ขึ้องคา่ดชันคีวามหลากหลายขึ้องชนดิพื่นัธุท์ี�มคีา่ระหวา่ง 1-5 
และค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัวที�มีค่าระหว่าง 0-1  
(เทยีมหทยั ชพูื่นัธ,์ 2562b) และมคีา่มากกวา่เม่�อเปรยีบเทยีบ
กับผลการศ้กษาไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างขึ้องเทียมหทัย ชูพื่ันธ์  
และ วิไลลักษณ์ ซึู้มสไตอินน์ (2557) ในวนอุทยานภูผาล้อม  
อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย ที�มีค่าดัชนีความหลากหลายขึ้อง
ชนิดพื่ันธุ์ เท่ากับ 2.8841 และ 2.0071 และค่าความสมำ�าเสมอ
ในการกระจัายตัว ค่อ 0.7372 และ 0.7084 ตามลำาดับ ทั�งนี�
เน่�องจัากพื่่�นที�วนอุทยานภูผาล้อมมีลักษณะป่าส่วนมากเป็น
ป่าดิบแล้งล้อมรอบไปด้วยหุบเขึ้าหินปูนสลับซัึ้บซ้ึ้อนต้นไม้
สงูทบ้ในหบุเขึ้าและบางสว่นเปน็ปา่เตง็รงัแตเ่ปน็สว่นนอ้ยขึ้อง
พื่่�นที�จัง้อาจัทำาใหม้ผีลการศก้ษาที�แตกต่างกันกบัการศก้ษาครั�ง
นี� นอกจัากนี�ผลการศ้กษาครั�งนี�ยังมีค่าดัชนีความหลากหลาย
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างมีค่ามากกว่าการศ้กษา 
ขึ้องเทยีมหทยั ชพูื่นัธ ์(2562a) ที�ทำาการศก้ษาความหลากหลาย
ขึ้องพื่รรณไม้ในป่าชุมชนบ้านบัลลังก์ อำาเภอโนนไทย จัังหวัด
นครราชสีมาได้รายงานค่าดัชนคีวามหลากหลายขึ้องชนิดพัื่นธุ์
ขึ้องไม้ตน้และไม้พื่่�นล่าง เทา่กบั 2.5183 และ 2.3571 คา่ความ
สมำ�าเสมอในการกระจัายตัว เท่ากับ 0.6974 และ 0.7152 ตาม
ลำาดบั และรายงานขึ้องเทยีมหทยั ชพูื่นัธ ์(2564) ในการศก้ษา
พื่รรณพื่่ชในป่าชุมชนภูประดู่เฉลิมพื่ระเกียรติ อำาเภอครบุรี  
จัังหวัดนครราชสีมา ความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้น  
มคีา่เทา่กบั 2.9191 และไมพ้ื่่�นลา่ง มคีา่เทา่กบั 2.4537 คา่ความ
สมำ�าเสมอในการกระจัายตัว มีค่าเท่ากับ 0.6108 และ 0.4627 
ตามลำาดับ จัากผลการศ้กษาพื่รรณใม้ต้นในป่าชุมชนผาดำา 
มคีา่ดชันคีวามสำาคญั (IVI) สงูสดุคอ่ เตง็ มคีา่เทา่กบั 150.160  

รองลงมาคอ่ เหียงและรัง มคีา่เท่ากับ 43.442 และ 32.937 ตาม
ลำาดับ แสดงว่า เต็งและเหียงเป็นพื่่ชที�มีความสำาคัญต่อระบบ
นเิวศในปา่ชมุชนผาดำา สว่นไมต้น้ที�มคีา่ดชันคีวามสำาคญันอ้ย
สุดต่อ เหม่อดคน และมะหวด มีค่าเท่ากับ 4.095 และ 2.639 
ตามลำาดับ พื่รรณไม้เหล่านี�ควรอนุรักษ์ไว้เพื่ราะเป็นพื่่ชที�พื่บ
น้อยในสังคมป่าชุมชนผาดำา ซึ้้�งในอนาคตมีแนวโน้มว่าจัะ 
สญูพื่นัธุไ์ด ้การวเิคราะหค์วามหลากชนดิขึ้องพื่รรณไม ้พื่บวา่
ไม้ต้นมีค่าความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H‘) เท่ากับ 3.034 
ซึ้้�งมากกว่าไม้พื่่�นล่างที�มีค่าเท่ากับ 2.645 แสดงว่าสังคมป่า
ชมุชนผาดำาในปจััจับุนัมคีา่ความอดุมสมบรูณข์ึ้องพื่รรณไมใ้หญ่
มากกว่าพื่รรณไม้พื่่�นล่าง (สมหญิง แก้วบู่ และคณะ, 2552)

 การศ้กษาพื่รรณไม้ในป่าชุมชนผาดำาครั�งนี�พื่บพื่่ช
ทั�งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด เม่�อเปรียบเทียบกับการ
ศ้กษาขึ้องบุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์และคณะ (2566) ศ้กษาความ
หลากหลายและการใช้ประโยชน์ทางยาจัากพื่่ชสมุนไพื่รใน
ชมุชนบา้นสวนหอ้ม ตำาบลปวนพื่ ุอำาเภอหนองหนิ จังัหวดัเลย  
พื่บ 34 ชนิด 32 สกุล 27 วงศ์ รายงานขึ้องเทียมหทัย ชูพื่ันธ์ 
และวิไลลักษณ์ ซึู้มสไตอินน์ (2557) ศ้กษาในเขึ้ตวนอุทยาน 
ภผูาลอ้ม อำาเภอนาดว้ง จังัหวดัเลย พื่บ 37 วงศ ์57 สกลุ 66 ชนดิ  
เทียมหทัย ชูพื่ันธ์ (2564) ในป่าชุมชนบ้านบัลลังก์ อำาเภอ
โนนไทย จัังหวัดนครราชสีมาพื่บ 51 ชนิด รายงานขึ้อง 
เอ่�อมพื่ร จันัทร์สองดวงและคณะ (2561) ศก้ษาในเขึ้ตป่าชุมชน
โคกกุง ตำาบลเกาะแก้ว อำาเภอเสลภูมิ จัังหวัดร้อยเอ็ดพื่บ 35 
วงศ์ 59 สกุล 79 ชนิด และรายงานขึ้องเอ่�อมพื่ร จัันทร์สอง
ดวงและคณะ (2563) ศ้กษาความหลากหลายระดับชนิดขึ้อง
พื่่ชสมุนไพื่รในอำาเภอสุวรรณภูมิ จัังหวัดร้อยเอ็ดพื่บทั�งหมด  
49 วงศ์ 74 สกุล 81 ชนิด ทั�งนี�อาจัเน่�องจัากเป็นการศ้กษา 
ในพื่่�นที�ที�แตกต่างกัน วิธีการศ้กษา การวางแปลง จัำานวน
แปลง และลักษณะนิเวศวิทยาขึ้องป่าที�แตกต่างกันจั้งทำาให้
จัำานวนพื่ช่ที�พื่บแตกตา่งกนัไปตามพื่่�นที� แตช่นดิพื่ช่ที�พื่บไมม่ี
ความแตกต่างกันมากนัก เน่�องจัากป่าที�ทำาการศก้ษาส่วนมาก
มีลักษณะเป็นป่าเต็งรังคล้ายกัน การศ้กษาพื่่ชสมุนไพื่รและ
การใชป้ระโยชนข์ึ้องพื่ช่ในรายงานขึ้องเอ่�อมพื่ร จันัทรส์องดวง  
และคณะ (2561, 2563) กฤตวิชญ์ สุขึ้อ้�ง และคณะ (2562) 
สุฑารัตน์ คนขึ้ยัน และคณะ (2562) ศรัญญา ก่อพัื่นธ์ และ
คณะ (2562) สุรชาติ สินวรณ์ และณัฐบดี วิริยาวัฒน์ (2557) 
และ บุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์ และคณะ (2566) จัะเห็นว่ามีชนิดพื่่ชที�
เหมอ่นกบัการศก้ษาที�ปา่ชมุชนผาดำาในครั�งนี�จัำานวน 34 ชนดิ 
เช่น กระโดน โด่ไม่รู้ล้ม เอ่�องหมายนา สาบเส่อ ป่าช้าหมอง  
คำามอกหลวง ที�มีสรรพื่คุณทางยาสมุนไพื่ร จั้งจัะเห็นว่าป่า
ชุมชนผาดำาเป็นอีกพื่่�นที�หน้�งที�หมอชาวบ้านได้เก็บสมุนไพื่ร 
ไปใช้หร่อขึ้าย และในการศ้กษาครั�งนี�ยังพื่บพื่รรณไม้หายาก 
ตามบัญชีพื่ช่หายากในประเทศไทยได้แก่ คำามอกหลวง (Garde
nia sootepensis Hutch.) (ราชนัย ์ภูม่า, 2551) และพื่ช่หายาก
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ขึ้องโลก (Rare) จัำานวน 1 ชนิด ค่อเหม่อดคน (Scleropyrum 
pentandrum (Dennst.) Mabb.) (Forest Herbarium, 2017) 
ซึ้้�งพื่บพื่ช่ทั�งสองชนดินี�ในพื่่�นที�การศก้ษาเพื่ยีง 1 แปลงเทา่นั�น  
เอ่�อมพื่ร จัันทร์สองดวง และคณะ (2561) รายงานว่า 
คำามอกหลวงมีสรรพื่คุณทางสมุนไพื่รค่อใช้สำาหรับหญิง 
หลังคลอดบุตร ส่วนเหม่อดคนมีสรรพื่คุณทางสมุนไพื่รดังนี�  
ลำาต้นใช้ในการบำารุงกำาลัง แก่นใช้เป็นยาบำารุงนำ�านม ใบใช้
รกัษาผวิหนงั ผลใช้ฟอกเลอ่ด (คณะเภสัชศาสตร์ มหาวทิยาลยั
อุบลราชธานี, 2565) จัากขึ้้อมูลดังกล่าวอาจัทำาให้พื่่ชทั�งสอง
ชนิดในป่าชุมชนผาดำาหมดไป จั้งควรมีการประชาสัมพื่ันธ์ให้

ชุมชนที�อาศัยอยู่รอบๆ และผู้ที�มาใช้ประโยชน์จัากป่าชุมชน
ผาดำาได้ทราบและเห็นความสำาคัญขึ้องพื่่ชทั�งสองชนิดนี�  
เพื่่�อจัะได้วางแผนในการอนุรักษ์ต่อไป

 พื่่�นที�ป่าชุมชนผาดำาลักษณะป่าเป็นป่าเต็งรัง ล้อม
รอบด้วยพื่่�นที�การเกษตรขึ้องชาวบ้าน มีสถุานที�ปฏิบัติธรรม
และวัด ในพื่่�นที�ป่า นอกจัากนี�ยังได้รับงบประมาณสนับสนุน
ให้วัดถุ้าผาดำาเป็นสถุานที�ท่องเที�ยวเชิงนิเวศ ควบคู่กับการ
อนรุกัษฟ์้�นฟสูภาพื่แวดลอ้ม ปา่ชมุชนผาดำาเปน็พื่่�นที�หลกัขึ้อง
ชาวบ้านที�
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Wall. ex A.DC.) ไมยราบ (Mimosa pudica L.) กระเจัียวขึ้าว  
(Curcuma parviflora Wall.) หญ้างวงช้าง (Heliotropium 
indicum L.) ป่าช้าหมอง (Gymnanthemum extensum (DC.) 
Steetz) ลิเภา(Lygodium polystachyum Wall.ex T.Moore) 
พื่บเพื่ียง 1 แปลง ได้แก่ จัิงจั้อ (Camonea vitifolia (Burm.f.) 
A.R.Simões & Staples) อัคคีทวาร (Rotheca serrata (L.) 
Steane & Mabb.) กระตังใบ (Leea indica (Burm.f) Merr.) 
ไม้พื่่�นล่างที�มีค่าดัชนีความสำาคัญสูงสุด ค่อ เพื่็ก มีค่าเท่ากับ 
52.709 และไม้พื่่�นล่างที�สำารวจัพื่บมากที�สุดจัากการวางแปลง
ตัวอย่าง ได้แก่ เพื่็ก รองลงมาค่อ หญ้านิ�วหนู และสาบเส่อ

วิจารณ์ผลการวิจยั 
จัากการสำารวจัความหลากหลายขึ้องพื่รรณไม้ในเขึ้ตพื่่�นที� 
ป่าชุมชนผาดำา อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย พื่บทั�งหมด  
29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด จัากการวิเคราะห์ค่าดัชนีความ 
หลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่าง เท่ากับ 3.034  
และ 2.645 คา่ความสมำ�าเสมอในการกระจัายตวั เทา่กบั 0.996 
และ 0.832 ตามลำาดบั ซึ้้�งมคีา่คอ่นขึ้า้งสงูเม่�อพื่จิัารณาตามเกณฑ์
ขึ้องคา่ดชันคีวามหลากหลายขึ้องชนดิพื่นัธุท์ี�มคีา่ระหวา่ง 1-5 
และค่าความสมำ�าเสมอในการกระจัายตัวที�มีค่าระหว่าง 0-1  
(เทยีมหทยั ชพูื่นัธ,์ 2562b) และมคีา่มากกวา่เม่�อเปรยีบเทยีบ
กับผลการศ้กษาไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างขึ้องเทียมหทัย ชูพื่ันธ์  
และ วิไลลักษณ์ ซึู้มสไตอินน์ (2557) ในวนอุทยานภูผาล้อม  
อำาเภอนาด้วง จัังหวัดเลย ที�มีค่าดัชนีความหลากหลายขึ้อง
ชนิดพื่ันธุ์ เท่ากับ 2.8841 และ 2.0071 และค่าความสมำ�าเสมอ
ในการกระจัายตัว ค่อ 0.7372 และ 0.7084 ตามลำาดับ ทั�งนี�
เน่�องจัากพื่่�นที�วนอุทยานภูผาล้อมมีลักษณะป่าส่วนมากเป็น
ป่าดิบแล้งล้อมรอบไปด้วยหุบเขึ้าหินปูนสลับซัึ้บซ้ึ้อนต้นไม้
สงูทบ้ในหบุเขึ้าและบางสว่นเปน็ปา่เตง็รงัแตเ่ปน็สว่นนอ้ยขึ้อง
พื่่�นที�จัง้อาจัทำาใหม้ผีลการศก้ษาที�แตกต่างกันกบัการศก้ษาครั�ง
นี� นอกจัากนี�ผลการศ้กษาครั�งนี�ยังมีค่าดัชนีความหลากหลาย
ขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้นและไม้พื่่�นล่างมีค่ามากกว่าการศ้กษา 
ขึ้องเทยีมหทยั ชพูื่นัธ ์(2562a) ที�ทำาการศก้ษาความหลากหลาย
ขึ้องพื่รรณไม้ในป่าชุมชนบ้านบัลลังก์ อำาเภอโนนไทย จัังหวัด
นครราชสีมาได้รายงานค่าดัชนคีวามหลากหลายขึ้องชนิดพัื่นธุ์
ขึ้องไม้ตน้และไม้พื่่�นล่าง เทา่กบั 2.5183 และ 2.3571 คา่ความ
สมำ�าเสมอในการกระจัายตัว เท่ากับ 0.6974 และ 0.7152 ตาม
ลำาดบั และรายงานขึ้องเทยีมหทยั ชพูื่นัธ ์(2564) ในการศก้ษา
พื่รรณพื่่ชในป่าชุมชนภูประดู่เฉลิมพื่ระเกียรติ อำาเภอครบุรี  
จัังหวัดนครราชสีมา ความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ไม้ต้น  
มคีา่เทา่กบั 2.9191 และไมพ้ื่่�นลา่ง มคีา่เทา่กบั 2.4537 คา่ความ
สมำ�าเสมอในการกระจัายตัว มีค่าเท่ากับ 0.6108 และ 0.4627 
ตามลำาดับ จัากผลการศ้กษาพื่รรณใม้ต้นในป่าชุมชนผาดำา 
มคีา่ดชันคีวามสำาคญั (IVI) สงูสดุคอ่ เตง็ มคีา่เทา่กบั 150.160  

รองลงมาคอ่ เหียงและรัง มคีา่เท่ากับ 43.442 และ 32.937 ตาม
ลำาดับ แสดงว่า เต็งและเหียงเป็นพื่่ชที�มีความสำาคัญต่อระบบ
นเิวศในปา่ชมุชนผาดำา สว่นไมต้น้ที�มคีา่ดชันคีวามสำาคญันอ้ย
สุดต่อ เหม่อดคน และมะหวด มีค่าเท่ากับ 4.095 และ 2.639 
ตามลำาดับ พื่รรณไม้เหล่านี�ควรอนุรักษ์ไว้เพื่ราะเป็นพื่่ชที�พื่บ
น้อยในสังคมป่าชุมชนผาดำา ซึ้้�งในอนาคตมีแนวโน้มว่าจัะ 
สญูพื่นัธุไ์ด ้การวเิคราะหค์วามหลากชนดิขึ้องพื่รรณไม ้พื่บวา่
ไม้ต้นมีค่าความหลากหลายขึ้องชนิดพื่ันธุ์ (H‘) เท่ากับ 3.034 
ซึ้้�งมากกว่าไม้พื่่�นล่างที�มีค่าเท่ากับ 2.645 แสดงว่าสังคมป่า
ชมุชนผาดำาในปจััจับุนัมคีา่ความอดุมสมบรูณข์ึ้องพื่รรณไมใ้หญ่
มากกว่าพื่รรณไม้พื่่�นล่าง (สมหญิง แก้วบู่ และคณะ, 2552)

 การศ้กษาพื่รรณไม้ในป่าชุมชนผาดำาครั�งนี�พื่บพื่่ช
ทั�งหมด 29 วงศ์ 41 สกุล 45 ชนิด เม่�อเปรียบเทียบกับการ
ศ้กษาขึ้องบุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์และคณะ (2566) ศ้กษาความ
หลากหลายและการใช้ประโยชน์ทางยาจัากพื่่ชสมุนไพื่รใน
ชมุชนบา้นสวนหอ้ม ตำาบลปวนพื่ ุอำาเภอหนองหนิ จังัหวดัเลย  
พื่บ 34 ชนิด 32 สกุล 27 วงศ์ รายงานขึ้องเทียมหทัย ชูพื่ันธ์ 
และวิไลลักษณ์ ซึู้มสไตอินน์ (2557) ศ้กษาในเขึ้ตวนอุทยาน 
ภผูาลอ้ม อำาเภอนาดว้ง จังัหวดัเลย พื่บ 37 วงศ ์57 สกลุ 66 ชนดิ  
เทียมหทัย ชูพื่ันธ์ (2564) ในป่าชุมชนบ้านบัลลังก์ อำาเภอ
โนนไทย จัังหวัดนครราชสีมาพื่บ 51 ชนิด รายงานขึ้อง 
เอ่�อมพื่ร จันัทร์สองดวงและคณะ (2561) ศก้ษาในเขึ้ตป่าชุมชน
โคกกุง ตำาบลเกาะแก้ว อำาเภอเสลภูมิ จัังหวัดร้อยเอ็ดพื่บ 35 
วงศ์ 59 สกุล 79 ชนิด และรายงานขึ้องเอ่�อมพื่ร จัันทร์สอง
ดวงและคณะ (2563) ศ้กษาความหลากหลายระดับชนิดขึ้อง
พื่่ชสมุนไพื่รในอำาเภอสุวรรณภูมิ จัังหวัดร้อยเอ็ดพื่บทั�งหมด  
49 วงศ์ 74 สกุล 81 ชนิด ทั�งนี�อาจัเน่�องจัากเป็นการศ้กษา 
ในพื่่�นที�ที�แตกต่างกัน วิธีการศ้กษา การวางแปลง จัำานวน
แปลง และลักษณะนิเวศวิทยาขึ้องป่าที�แตกต่างกันจั้งทำาให้
จัำานวนพื่ช่ที�พื่บแตกตา่งกนัไปตามพื่่�นที� แตช่นดิพื่ช่ที�พื่บไมม่ี
ความแตกต่างกันมากนัก เน่�องจัากป่าที�ทำาการศก้ษาส่วนมาก
มีลักษณะเป็นป่าเต็งรังคล้ายกัน การศ้กษาพื่่ชสมุนไพื่รและ
การใชป้ระโยชนข์ึ้องพื่ช่ในรายงานขึ้องเอ่�อมพื่ร จันัทรส์องดวง  
และคณะ (2561, 2563) กฤตวิชญ์ สุขึ้อ้�ง และคณะ (2562) 
สุฑารัตน์ คนขึ้ยัน และคณะ (2562) ศรัญญา ก่อพัื่นธ์ และ
คณะ (2562) สุรชาติ สินวรณ์ และณัฐบดี วิริยาวัฒน์ (2557) 
และ บุญเลี�ยง สุพื่ิมพื่์ และคณะ (2566) จัะเห็นว่ามีชนิดพื่่ชที�
เหมอ่นกบัการศก้ษาที�ปา่ชมุชนผาดำาในครั�งนี�จัำานวน 34 ชนดิ 
เช่น กระโดน โด่ไม่รู้ล้ม เอ่�องหมายนา สาบเส่อ ป่าช้าหมอง  
คำามอกหลวง ที�มีสรรพื่คุณทางยาสมุนไพื่ร จั้งจัะเห็นว่าป่า
ชุมชนผาดำาเป็นอีกพื่่�นที�หน้�งที�หมอชาวบ้านได้เก็บสมุนไพื่ร 
ไปใช้หร่อขึ้าย และในการศ้กษาครั�งนี�ยังพื่บพื่รรณไม้หายาก 
ตามบัญชีพื่ช่หายากในประเทศไทยได้แก่ คำามอกหลวง (Garde
nia sootepensis Hutch.) (ราชนัย ์ภูม่า, 2551) และพื่ช่หายาก
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 อาศัยโดยรอบ และชาวบา้นที�อาศยัตามหมู่บา้นหา่ง
ไกลออกไปได้เดินทางมาหาอาหาร เช่น แมลงจัั�กจัั�นระยะตัว
เต็มวัย และระยะที�เป็นไขึ้่ เห็ด ผัก สมุนไพื่รและไม้ฟ้นที�ใช้ใน
ครัวเร่อน บริเวณกลางป่ามีการตัดถุนนผ่านป่า ชาวบ้านจั้ง
สามารถุใช้เป็นทางลัดในการสัญจัรจัากหมู่บ้านหน้�งไปยังอีก
หมู่บ้านหน้�ง และทำาให้ชาวบ้านสามารถุนำารถุยนต์ รถุมอเต
อร์ไซึ้ด์ และรถุแทรกเตอร์ หร่อเคร่�องม่อหนักในการทำาการ
เกษตรผ่านป่าชุมชนนี�ได้จั้งทำาให้มีการแผ้วถุางป่าได้โดย
ง่าย ป่าโดนทำาลาย โดยเฉพื่าะลูกไม้และพื่่ชพื่่�นล่าง จั้งอาจั
เป็นเหตุผลที�ทำาให้พื่บพื่่ชแตกต่างจัากพื่่�นที�ศ้กษาอ่�นๆ จัากที�
กลา่วมาจัง้เหน็วา่พื่่�นที�ปา่แหง่นี�ควรไดร้บัการจัดัการอนรุกัษท์ี�
ถุูกต้อง และให้ชุมชนที�อาศัยอยู่รอบป่ามีส่วนร่วมในการดูแล
รักษาทรัพื่ยากรธรรมชาติ เพื่่�อจัะได้ใช้ประโยชน์จัากป่าแห่ง
นี�อย่างยั�งย่นส่บไป
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 อาศัยโดยรอบ และชาวบา้นที�อาศยัตามหมู่บา้นหา่ง
ไกลออกไปได้เดินทางมาหาอาหาร เช่น แมลงจัั�กจัั�นระยะตัว
เต็มวัย และระยะที�เป็นไขึ้่ เห็ด ผัก สมุนไพื่รและไม้ฟ้นที�ใช้ใน
ครัวเร่อน บริเวณกลางป่ามีการตัดถุนนผ่านป่า ชาวบ้านจั้ง
สามารถุใช้เป็นทางลัดในการสัญจัรจัากหมู่บ้านหน้�งไปยังอีก
หมู่บ้านหน้�ง และทำาให้ชาวบ้านสามารถุนำารถุยนต์ รถุมอเต
อร์ไซึ้ด์ และรถุแทรกเตอร์ หร่อเคร่�องม่อหนักในการทำาการ
เกษตรผ่านป่าชุมชนนี�ได้จั้งทำาให้มีการแผ้วถุางป่าได้โดย
ง่าย ป่าโดนทำาลาย โดยเฉพื่าะลูกไม้และพื่่ชพื่่�นล่าง จั้งอาจั
เป็นเหตุผลที�ทำาให้พื่บพื่่ชแตกต่างจัากพื่่�นที�ศ้กษาอ่�นๆ จัากที�
กลา่วมาจัง้เหน็วา่พื่่�นที�ปา่แหง่นี�ควรไดร้บัการจัดัการอนรุกัษท์ี�
ถุูกต้อง และให้ชุมชนที�อาศัยอยู่รอบป่ามีส่วนร่วมในการดูแล
รักษาทรัพื่ยากรธรรมชาติ เพื่่�อจัะได้ใช้ประโยชน์จัากป่าแห่ง
นี�อย่างยั�งย่นส่บไป
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วิจััยจัากกองทุนวิจััย ปีงบประมาณ 2562 และขึ้อขึ้อบคุณผู้
เกี�ยวขึ้้องในการวิจััยนี�ทุกท่าน
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Introduction
The discovery of dinosaur footprints in Southeast Asia 
started in 1884. Thailand has a rich history of dinosaur 
discoveries, including several dinosaur tracksites found 
in different localities, and these remarkable findings were 
among the first documented fossil vertebrate footprints in 
Southeast Asia. (Buffetaut et al. 1985a). This first dinosaur 
tracksite was reported to have fifteen footprints embedded 
on a sandstone bed of the Phu Phan Formation, located 
at the Somdet cliff in the Phu Luang Wildlife Sanctuary  
of Loei Province (Lat 17.293520177762456N, Long 
101.52982315394472E), northeastern Thailand (Figure 1).

 The footprint maker was attributed to a large 
theropod with a footprint length of approximately 35 cm. 
The Phu Phan Formation is part of the Khorat Group and 
dates back to the Early Cretaceous period (Buffetaut et al. 
1985b; Le Loeuff et al., 2005, 2006; Lockley et al. 2002, 
2006;). 

 Forty years later, it is worth noting this area is 
the part of the nature trail and viewpoint of Somdet cliff, 
and that the Phu Luang tracksite faces significant risks 
of deterioration. Factors such as the region’s humid  
subtropical climate, wild animals, and human activities 
threaten the preservation of these prehistoric footprints. 
Without proper conservation efforts, there is a potential 
for erosion and degradation of the footprints over time. 
(Figure 2).

 To address these risks and protect the valuable 
dinosaur footprints, researchers propose a conservation 
plan (Site Monitoring and Maintenance, Visitor Education, 
Scientific Research, Documentation and Record-Keeping, 
Community Engagement, Emergency Response Plan, and 
Collaboration) based on a digital plan. This plan uses 3D 
models generated through the digital photogrammetry 
technique (Albertz, 2007; Mallison and Wings, 2014), 
providing detailed and accurate morphological information  
of the tracksite (e.g., Lyons et al., 2000; Falkingham, 
2012; Cunningham, 2014; Petti et al., 2018; Martinez et 
al., 2020). These digital models offer promising avenues 
for virtual documentation, exhibition, and preservation  
of the dinosaur tracks, which are susceptible to  
weathering.

Materials and Methods

 Photogrammetry
 A field survey was conducted to generate  
digital surface models of the dinosaur tracksite using 
photogrammetry. A Canon PowerShot G7 X Mark II digital  
compact camera with a resolution of 20.1 megapixels 
was utilized for this purpose. The camera’s focal length  
(35 mm film equivalent) could be adjusted from 8.8 to  
36.8 mm (24-100 mm). Data acquisition involved  
capturing 395 images divided into photosets from  
various viewpoints with overlapping patterns of 60 to 80 
percentage. 21 calibration markers (Physical target point 
print-out from Metashape) were placed near the footprints 
to scale the 3D models. The images were taken manually  
while walking around the tracksite, with each photo  
captured at a distance equivalent to one walking step  
(0.5 to 1 m). The photography session took place between 
1 p.m. and 3 p.m. in January 2022 to ensure adequate 
sunlight. Camera settings included dimensions of 4864 
x 3648, 180 dpi x 180 dpi resolution, F/11 aperture, ISO 
speed of 125, focal length of 9 mm, white balance set to 
auto, no flash, and the export format set to JPG.

 Data processing
 Data processing was performed on a PC with an 
Intel® Core(TM) i7-6700 processor operating at 3.40 GHz, 
64.0 GB RAM, and Windows 10 as the operating system. 
The software used for creating 3D models was Agisoft 
Metashape Professional Edition Version 1.7.1, following 
the procedure established by Mallison & Wings (2014); 
Falkingham et al. (2018) and Lallensack et al. (2022). 
This software enables the derivation of three-dimensional 
models, point clouds, digital elevation models (DEMs), and 
their integration with GIS products. The data analysis and 
derivation process in this study consisted of the following 
steps: 1) adding photos, 2) aligning photos, 3) creating 
mesh and texture, 4) generating DEM, and 5) exporting 
the model.

 Twenty-one markers were set on the tracksite 
to scale and orientate the 3D model accurately. These 
markers were placed on the sandstone bed. The accuracy  
of the scale was set at 0.01 m center radial in the black 
circle. Additionally, these markers were placed on the 
ground level at similar altitudes to orient the surface  
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at the Somdet cliff in the Phu Luang Wildlife Sanctuary  
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101.52982315394472E), northeastern Thailand (Figure 1).
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theropod with a footprint length of approximately 35 cm. 
The Phu Phan Formation is part of the Khorat Group and 
dates back to the Early Cretaceous period (Buffetaut et al. 
1985b; Le Loeuff et al., 2005, 2006; Lockley et al. 2002, 
2006;). 

 Forty years later, it is worth noting this area is 
the part of the nature trail and viewpoint of Somdet cliff, 
and that the Phu Luang tracksite faces significant risks 
of deterioration. Factors such as the region’s humid  
subtropical climate, wild animals, and human activities 
threaten the preservation of these prehistoric footprints. 
Without proper conservation efforts, there is a potential 
for erosion and degradation of the footprints over time. 
(Figure 2).

 To address these risks and protect the valuable 
dinosaur footprints, researchers propose a conservation 
plan (Site Monitoring and Maintenance, Visitor Education, 
Scientific Research, Documentation and Record-Keeping, 
Community Engagement, Emergency Response Plan, and 
Collaboration) based on a digital plan. This plan uses 3D 
models generated through the digital photogrammetry 
technique (Albertz, 2007; Mallison and Wings, 2014), 
providing detailed and accurate morphological information  
of the tracksite (e.g., Lyons et al., 2000; Falkingham, 
2012; Cunningham, 2014; Petti et al., 2018; Martinez et 
al., 2020). These digital models offer promising avenues 
for virtual documentation, exhibition, and preservation  
of the dinosaur tracks, which are susceptible to  
weathering.

Materials and Methods

 Photogrammetry
 A field survey was conducted to generate  
digital surface models of the dinosaur tracksite using 
photogrammetry. A Canon PowerShot G7 X Mark II digital  
compact camera with a resolution of 20.1 megapixels 
was utilized for this purpose. The camera’s focal length  
(35 mm film equivalent) could be adjusted from 8.8 to  
36.8 mm (24-100 mm). Data acquisition involved  
capturing 395 images divided into photosets from  
various viewpoints with overlapping patterns of 60 to 80 
percentage. 21 calibration markers (Physical target point 
print-out from Metashape) were placed near the footprints 
to scale the 3D models. The images were taken manually  
while walking around the tracksite, with each photo  
captured at a distance equivalent to one walking step  
(0.5 to 1 m). The photography session took place between 
1 p.m. and 3 p.m. in January 2022 to ensure adequate 
sunlight. Camera settings included dimensions of 4864 
x 3648, 180 dpi x 180 dpi resolution, F/11 aperture, ISO 
speed of 125, focal length of 9 mm, white balance set to 
auto, no flash, and the export format set to JPG.

 Data processing
 Data processing was performed on a PC with an 
Intel® Core(TM) i7-6700 processor operating at 3.40 GHz, 
64.0 GB RAM, and Windows 10 as the operating system. 
The software used for creating 3D models was Agisoft 
Metashape Professional Edition Version 1.7.1, following 
the procedure established by Mallison & Wings (2014); 
Falkingham et al. (2018) and Lallensack et al. (2022). 
This software enables the derivation of three-dimensional 
models, point clouds, digital elevation models (DEMs), and 
their integration with GIS products. The data analysis and 
derivation process in this study consisted of the following 
steps: 1) adding photos, 2) aligning photos, 3) creating 
mesh and texture, 4) generating DEM, and 5) exporting 
the model.

 Twenty-one markers were set on the tracksite 
to scale and orientate the 3D model accurately. These 
markers were placed on the sandstone bed. The accuracy  
of the scale was set at 0.01 m center radial in the black 
circle. Additionally, these markers were placed on the 
ground level at similar altitudes to orient the surface  
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ensuring repeatability for consistent scientific research and 
facilitating comparisons between studies. Photogrammetry 
enables the generation of various products, including 3D 
models and videos, which researchers can use for remote 
inspections of the site and conservation and dissemination 
purposes. 

 Photogrammetry offers reliable and high-resolution 
images, which are portable, have reduced costs and faster 
execution. The long-term conservation of paleontological  
remains a topic of debate, and despite various attempts  
to document and restore dinosaur tracksites, the  
management and conservation of these sites continue to 
present challenges. 

 Replica methods: Digital vs Manual
 In the paleontological field, replica processes for 
dinosaur footprints and other fossils are frequently used. 
When choosing a replication method, it is necessary to 
consider the intended use of the replicas, as well as the 
available resources, for studying and displaying fossils 
while preserving the original specimens. Each method 
has advantages and disadvantages, and the choice is 
typically influenced by the specific requirements of the 
project. In this study, the efficacy of photogrammetry and 
silicone mold techniques for replicating dinosaur footprint 
specimens was assessed, as detailed in Table 2 (Kozu, 
2017).

Table 2 The comparison of Photogrammetry and  
Silicone Mold for Dinosaur Footprint

Method Photogrammetry Silicone mold

Type Digital Physical

Procedure time 1 hr. 72 hrs.

Field staff 1 2

Invasive No Yes

Damage No Yes

Portable Yes No

Usability Easy Hard

 Photogrammetry stands out for its digital  
preservation and interaction with other technologies, as 
well as its non-invasive precision, distant data collecting 

capabilities, and adaptation to varied surfaces. Potential 
disadvantages include reliance on lighting conditions and 
a learning curve for equipment use. The silicone mold, 
provides tangible copies suited for hands-on education 
and museum displays, but it is an invasive process, 
labor-intensive, and confined to physical replicas. The 
intended purpose, preservation issues, and financial 
considerations are all factors to consider when deciding  
between approaches. As technology advances, an  
intelligent choice of replication methods will influence the 
future of paleontological study and teaching by balancing 
precision, accessibility, and affordability. 

 When comparing 3D scanning for dinosaur 
footprint 3D modeling, photogrammetry emerges as 
a highly advantageous method. (Jansa et al., 2004)  
Its accessibility, cost-effectiveness, and minimal  
equipment requirements make it an appealing option for 
researchers. Photogrammetry’s versatility in handling  
various subject sizes, large-scale capabilities, and  
adaptability to fieldwork contribute to its broad applicability 
in paleontology. The user-friendly software, community  
support, and educational value further enhance its  
standing. While both methods have strengths, the numerous 
pros of photogrammetry, including its non-invasiveness 
and low impact on specimens, position it as a preferred 
choice for creating accurate and detailed 3D models 
of dinosaur footprints, fostering a balance between  
precision, accessibility, and practicality in the field of 
paleontological. (e.g., Cunningham et al., 2014; Chatzi 
et al., 2017).

 Conservation plan
 The long-term protection and preservation plan 
of these paleontological sites, the conservation strategy 
for the dinosaur footprints at the Phu Luang tracksite is 
essential. The main methods that a enable a conservation 
strategy to protect dinosaur footprints are as follows.

 1) Site Monitoring and Maintenance consistent  
site monitoring is necessary to detect any risks or  
modifications. Cleaning, fixing, and stabilizing the imprints 
are all examples of maintenance procedures that can be 
used to stop erosion, weathering, or other types of damage.

 2) Visitor Education. It is essential to inform  
visitors of the significance of the place and its  
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perpendicularly to the Z axis and produce a Digital  
Elevation Model (DEM). These ground-level markers were 
assigned to position the entire model perpendicular to the 
surface, use the Z coordinate value of 0.

Results 
 The field survey capturing 395 images (Figure 
3), covered an area of about 13.75 m². The images were 
interpolated and processed with high-quality accuracy 
to generate a sparse point cloud consisting of at least 
128,000 points. The processing time for this step was 
approximately 5 hours. A dense point cloud was created 
from the sparse point cloud, comprising 3.4 million points. 
Subsequently, a mesh with at least 1.8 million faces was 
generated, and a texture was applied to the 3D models. 
The 3D models were exported as OBJ files, while the 
texture and contour lines were saved as JPEG files.  
Additionally, the Digital Elevation Model (DEM) was  
exported as a TIFF file. Using photogrammetric  
techniques resulted in the acquisition of high-resolution 
digital data, encompassing digital surface models and 
ground resolutions. A summary of these outcomes is 
presented in Table 1.

Table 1 Technical parameters of a 3D model on the 
Phu Luang tracksite

Method Photogrammetry

Software Agisoft Metashape

Number of Images 395.

Height from the ground (m) 1

Collecting duration (min) 30

Processing time 5 hrs.

Area (sq m) 13.75

DEM resolution (pixel) 9,038 x 15,447

 The application of photogrammetry in ichnological 
studies is becoming more common, as demonstrated by 
the Phu Luang dinosaur tracksite surveys. Photogrammetry 
has enabled the production of high-resolution images, 
allowing for rapid data acquisition for each investigated 
track. The images can be thoroughly examined using  
software that allows users to tilt and zoom into the 3D  

model, facilitating track observation, analysis, and  
measurements. This method eliminates errors caused 
by original atmospheric and lighting conditions, as users 
can adjust and orient lighting specifically for each track. 
The photogrammetry provides an opportunity to study 
footprints with high accuracy and ideal lighting conditions, 
surpassing the limitations of field studies.

 Discussion
 In the case of the Phu Luang tracksite  
(Figure 4), the 3D model shows all detail of the 15  
tridactyl large-sized tracks. The 3D model, similar to the 
sketch shown in Figure 4, reveals all the intricate details. 
Within the model, even subtle variations in morphology 
become evident due to factors such as overlapping  
impressions, individual foot structure differences, and  
varying degrees of weathering. Additionally, some areas, 
such as points a and b, within the 3D model exhibit 
footprints, even though they have not been explicitly 
mentioned before. This approach not only provides data 
but also unveils textures and details that might be  
challenging to discern with the naked eye. A prime 
example can be seen in locations a and b in Figure 4, 
where what appears to be dinosaur tracks become more 
evident upon closer inspection. Photogrammetry has 
proven ideal for capturing a detailed photographic footprint 
area, creating a comprehensive map and georeferenced 
visualization of the dinosaur tracks on the ground. The 
3D models derived from point cloud processing accurately  
reproduce the trackways, enabling precise measurements. 
The 3D models provide detailed representations of  
the trackways; the models can be examined closely,  
zoom in, rotate, and tilt for different perspectives, enabling 
precise measurements of the footprints’ length, width,  
depth, and orientation (Figure 5). The 3D model  
exhibits an impressive level of detail that is on par with 
the photographs. The key distinction lies in the 3D  
model’s versatility — it can be rotated, adjusted, and zoomed 
in or out to provide different perspectives. Moreover, owing 
to the image resolution utilized during its generation, the 
solid model allows for the examination of surface details 
without the influence of lighting and shadow artifacts.

 This non-invasive approach allows accurate data 
collection without risking damage to the fragile fossils, 
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Figure 2 a. The Phu Luang tracksite on the sandstone bed of the Phu Phan Formation by Kozu (2017). b. large 

theropod footprint 

 

Figure 3 Comparison of the results obtained on a large area. a, photo with drawing track; b, Point cloud; c, 

Mesh solid model; d, DEM. All photos with a 30 cm scale. 
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preservation. Visitor centers, narrated tours, and  
interpretive signage can all aid in promoting awareness 
and appropriate behavior. 

 3) Scientific Research. Scientific study can be 
encouraged at the site in order to better understand the 
footprints while complying with conservation guidelines. 
To limit their impact, researchers should adhere to tight 
guidelines.

 4) Documentation and Record-Keeping. Meticulous 
records should be kept, photographs, and 3D models of 
the footprints to document their current state. This provides 
as a starting point for tracking changes throughout time.

 5) Community Engagement. Involve local people 
in conservation efforts, as they frequently play an important 
role in conserving and valuing cultural heritage assets.

 6) Emergency Response Plan. Develop an 
emergency response plan to deal with unexpected risks 
such as natural disasters, vandalism, or illegal excavation. 
This plan should include rapid protection and recovery 
techniques.

 7) Collaboration. Collaborate with paleontologists,  
conservationists, government agencies, and local  
stakeholders to ensure that the footprints are preserved 
in a coordinated manner.

 A successful conservation strategy for dinosaur 
footprints must take a holistic approach that combines 
safeguards, awareness-raising, study, and continual  
observation. We can assure the survival of these  
priceless scientific and cultural riches for future generations 
to study and admire by putting these plans into practice.
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Figure 5 Comparison of the 3D model and photos Kozu (2017). Top) photo of a footprint No. 4 (left) and No. 2 
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Conclusion
 Photogrammetry not only produces high-quality 
data for monitoring, but it also shows textures and complex  
features that the naked eye may miss. Notably, what  
appears to be dinosaur tracks becomes much more obvious 
with closer inspection. Field data and images were used 
to map dinosaur tracksites. The current addition gives a 
new and effective tool for revealing dinosaur footprints on 
trampled surfaces. We report the results of photogrammetry 

done at the Phu Luang tracksite. The purpose of this work 
was to evaluate the resolution and trustworthiness of the 
large-scale models beneficial for creating a detailed and 
georeferenced map as well as a visual contextualization of 
the ichnosite. This level of detail and precision enhances 
our ability to understand these footprints, shedding new 
light on the behaviors and movements of dinosaurs. 
These techniques provide valuable tools for scientific 
research and contribute to the preservation, exhibition, 
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Figure 4 3D Model vs Sketch of the tracks at the site Phu Luang modified by Kozu (2017). 

50 cm 

25 cm 

25 cm 

Figure 4 3D Model vs Sketch of the tracks at the site Phu Luang modified by Kozu (2017).



Digital conservation of the first dinosaur tracksite of Thailand using  
photogrammetry for 3D modeling

373Vol 43. No 4, July-August 2024
   

  

                   

 
 

Figure 5 Comparison of the 3D model and photos Kozu (2017). Top) photo of a footprint No. 4 (left) and No. 2 

(right). Middle) 3D models of footprints with texture bottom) 3D models solid without texture.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5 Comparison of the 3D model and photos Kozu (2017). Top) photo of a footprint No. 4 (left) and  
No. 2 (right). Middle) 3D models of footprints with texture bottom) 3D models solid without texture. 

Conclusion
 Photogrammetry not only produces high-quality 
data for monitoring, but it also shows textures and complex  
features that the naked eye may miss. Notably, what  
appears to be dinosaur tracks becomes much more obvious 
with closer inspection. Field data and images were used 
to map dinosaur tracksites. The current addition gives a 
new and effective tool for revealing dinosaur footprints on 
trampled surfaces. We report the results of photogrammetry 

done at the Phu Luang tracksite. The purpose of this work 
was to evaluate the resolution and trustworthiness of the 
large-scale models beneficial for creating a detailed and 
georeferenced map as well as a visual contextualization of 
the ichnosite. This level of detail and precision enhances 
our ability to understand these footprints, shedding new 
light on the behaviors and movements of dinosaurs. 
These techniques provide valuable tools for scientific 
research and contribute to the preservation, exhibition, 

J Sci Technol MSUKongkrapan Chaitongsri and Suravech Suteethorn372
   

  

                   

 

Figure 4 3D Model vs Sketch of the tracks at the site Phu Luang modified by Kozu (2017). 

50 cm 

25 cm 

25 cm 

Figure 4 3D Model vs Sketch of the tracks at the site Phu Luang modified by Kozu (2017).



Digital conservation of the first dinosaur tracksite of Thailand using  
photogrammetry for 3D modeling

375Vol 43. No 4, July-August 2024

Lockley, M., Sato, Y. & Matsukawa, M. (2002). A new 
Dinosaurian Ichnogenus from the Cretaceous of 
Thailand. Proceedings of the Symposium on Geology  
of Thailand, (pp. 117-119). Department of Mineral 
Resources.

Lockley, M., Matsukawa, M. Sato, Y, Polahan, M. & 
Daorerk, V. (2006). A distinctive new theropod dinosaur 
track from the Cretaceous of Thailand: Implications 
for theropod track diversity. Cretaceous Research, 
27, 139-145. 

Lyons, P. D., Marc, R., & Patterson, T. (2000).  
Application of a three-dimensional color laser scanner  
to Paleontology. An interactive model of a juvenile  
Tylosaurus sp. basisphenoid-basioccipital.  
Palaeontologia Electronica, 3(2).

Mallison, H., & Wings, O. (2014). Photogrammetry 
in Paleontology - A practical guide. Journal of  
Paleontological Techniques, (12), 1-31.

Martínez-Fernández, A., Benito-Calvo, A., Campaña, I., 
Ortega, A. I., Karampaglidis, T., de Castro, J.M.B., 
& Carbonell, E. (2020). 3D monitoring of Paleolithic 
archaeological excavations using terrestrial laser 
scanner systems (Sierra de Atapuerca, Railway 
Trench sites, Burgos, N Spain). Digital Applications 
in Archaeology and Cultural Heritage, 19, e00156.

Petti Fabio Massimo, Petruzzelli, M., Conti, J., Spalluto, 
L., Wagensommer, A., Lamendola, M., Francioso, 
R., Montrone, G., Sabato, L., & Tropeano, M. (2018). 
The use of aerial and close-range photogrammetry in 
the study of dinosaur tracksites: Lower Cretaceous 
(upper Aptian / lower Albian) Molfetta ichnosite 
(Apulia, southern Italy). Palaeontologia Electronica, 
21(3), 1-18.

J Sci Technol MSUKongkrapan Chaitongsri and Suravech Suteethorn374

and communication of tetrapod tracks. By implementing 
the proposed conservation measures, we can ensure the 
protection and appreciation of the Phu Luang track site 
for future generations. This site represents a significant 
part of the rich dinosaur heritage in the region and holds 
scientific, educational, and touristic value. It is important 
to note that the proposed photogrammetry approach 
does not replace traditional analytical methods such as 
field mapping, tracing on acetate overlays, and casting. 
Instead, it complements and improves these methods, 
providing the researcher with consistent, cost-effective, 
and rapid methodologies for studying tracksites at both 
the track and site scale.

 Moreover, photogrammetry can be utilized for 
paleontological knowledge of tracksites and fossils for 
virtual sites on the web, exhibitions, and outdoor panels.
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูัน์ทฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

*	Corresponding author E-mail: cputtirungroj@gmail.com
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
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 ทุก x1 ∈ 0
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บทตั �ง 2.2 
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 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  
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ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

อนุกรมทั้ งสองรูปแบบมี
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

k - 1

ลู่เข้า โดยที่

	 หมายเหตุ ในที่นี้ ก�ำหนด (x1x2 • • • xk)
t = 1 เมื่อ  

t = 0 และ x1x2 • • • xk = 0
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 เม่�อ  ก ร ม ทั� ง ส อ ง รู ป แ บ บ มี 
ความหมายและบทนยิามขึ้องการลูเ่ขึ้า้แตกตา่งกนั ในบทความ
นี� เราสนใจัอนุกรมรูปแบบ (2.1) ซึ้้�งเรียกว่า อนุกรมซึ้้อนกัน
หลายชั�น (multiple iterated series) (Furdui, 2013) และมีบท
นิยามขึ้องการลู่เขึ้้า ดังนี� 

บทนิยาม 2.1 
 สำาหรับจัำานวนเต็ม k ≥ 2 และ เราจัะ
กล่าวว่า อนุกรมซึ้้อนกัน k ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ก็ต่อเม่�อเง่�อนไขึ้ทั�งสองขึ้้อ
ต่อไปนี�เป็นจัริง

 1. อนุกรมซึ้้อนกัน k = 1 ชั�น

     ลูเ่ขึ้้า ทุก x1 ∈ 

 2. อนุกรม      เขึ้้า โดยที�

 ทุก x1 ∈ 0

 

 การพื่สิจูันท์ฤษฎบีทหลกัจัะตอ้งอาศยัความรูพ้ื่่�นฐาน
เร่�องอนกุรมอนนัตซ์ึ้้�งพื่บไดท้ั�วไปจัากเอกสารเกี�ยวกบัแคลคลูสั
และคณิตวิเคราะห์ ในที�นี�จัะอ้างถุ้งเฉพื่าะขึ้้อเท็จัจัริงบางส่วน
เท่าที�จัำาเป็น

 

บทตั �ง 2.1 

 ให้ A : 0→ ถุ้า             ลู่เขึ้้า และ A(x) ≥ 0  
ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง  

จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.2 

 ให้ A : 0→ ถุ้า   ลู่ออก A(x) ≥ 0 และ
  ทุก x ∈ แล้ว ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  
ซึ้้�ง 

 บทตั�ง 2.1 และบทติั �ง 2.2 สามัาร์ถิขึ้ยายแนวคิดไปสู่ 
อนุกรมซึ้้อนกันหลายชั�นได้เป็นบทตั�ง 2.3 และบทตั�ง 2.4  
ตามลำาดับ

บทตั �ง 2.3 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้าอนุกรม ลู่เขึ้้า และ  

บทน�า
ในปี ค.ศ. 2011 Furdui และ Trif (Furdui & Trif, 2011) ได้
ศ้กษาวิธีทั�วไปสำาหรับการหาผลรวมขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป 
       เม่�อ      เป็นลำาดับขึ้องจัำานวนจัริงภายใต ้
เง่�อนไขึ้บางประการ และในบทความเดียวกันพื่วกเขึ้าได้หา
รูปแบบปิดขึ้องอนุกรมที�อยู่ในรูป      อีกด้วย  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Furdui (Furdui, 2013) กล่าวถุ้งปัญหา
ปลายเปิดและข้ึ้อความคาดการณ์เกี�ยวกับอนุกรมหลายชั�น   
      ซึ้้�งปัญหานี�ถุูกแก้โดย Furdui และ  
Qin ในปี ค.ศ. 2015 (Qin & Furdui, 2015)

 จัากผลงานขึ้อง Furdui ผูว้จิัยัสงัเกตวา่มขีึ้ั�นตอนบาง
สว่นที�สามารถุขึ้ยายแนวคดิไปยงัอนกุรมอ่�น ที�มลีกัษณะคลา้ย
กันได้ ในบทความนี� เราพื่ิจัารณาอนุกรมที�อยู่ในรูป

           (1.1)

 เม่�อ k ∈ ,                 และ f : 0→ ( 0 แทน 
เซึ้ตขึ้องจัำานวนเต็มที�ไม่เป็นลบ) วัตถุุประสงค์ขึ้องบทความนี�  
ค่อการพื่ิสูจัน์ทฤษฎีบทการจััดเรียงใหม่เป็นหน้�งมิติ ซึ้้�งเป็น
เง่�อนไขึ้สำาคัญที�จัะทำาให้เราสามารถุนำาแต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรม
ซึ้อ้นกนัหลายชั�นมาจัดัเรยีงใหมใ่หเ้ปน็แนวตรงได ้จัากนั�นอาศยั
ทฤษฎบีทดงักลา่วในการสรา้งสตูรลดทอนสำาหรบัอนกุ รม (1.1) 
ให้เป็นอนุกรมอนันต์ชั�นเดียว และสร้างสูตรลดทอนสำาหรับ
อนุกรมที�มีรูปแบบเฉพื่าะบางชนิด นั�นค่อ อนุกรมที�อยู่ในรูป

     (1.2)

 เม่�อ k ∈ , f : 0→  และ t ∈ {0,1,2}

 หมายเหตุ ในที�นี� กำาหนด (x1x2...xk)
t = 1 เม่�อ  

t = 0 และ x1x2...xk = 0

ความรู้พ่�นฐาน
 อนุกรมหลายชั�น (multiple series) มีรูปแบบทั�วไป
ได้หลายลักษณะ เช่น รูปแบบ (2.1) และ (2.2) ต่อไปนี�

            (2.1)

             (2.2)

และบทตั้ง 2.2 สามารถ

α

0

0
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

	 A(x1,x2, • • • ,xk) ≥ 0 ทุก x1,x2 ,• • • ,xk) ∈          แล้ว ทุกจ�ำนวน 
จริง  α > 0  จะมีเซตจ�ำกัด S ⊆     ซึ่ง

A(x1,x2 ,• • • ,xk) ≥ 0 ทกุ x1,x2, • • • ,xk) ∈ 

α
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

A(x1,x2 ,• • • ,xk+1) ≥ 0 ทุก x1,x2, • • • ,xk+1) ∈
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

x1 ∈ 0

x1 ∈ 0

α

α

α < β

α < β
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า
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A(x1x2...xk) ≥ 0 ทุก  (x1x2...xk)       แล้วจัะได้ว่า ทุกจัำานวน 
จัริง α ซึ้้�ง

 

 จัะมีเซึ้ตจัำากัด           ซึ้้�ง

 

บทพิสจูน์
 พิื่สูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.1

 ขึ้ั�นการอุปนัย (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะ
พื่ิสูจัน์ว่าบทตั�งเป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า

          ลู่เขึ้้า  และ

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากบทนิยาม 2.1 จัะได้ว่า

        ลู่เขึ้้าทุก x1 ∈ 

 เราจั้งสามารถุกำาหนดให้

 ทุก x1 ∈  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

ส่วนที�เหล่อค่อการพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α ซึ้้�ง α < β จัะมีเซึ้ตจัำากัด   
  ซึ้้�ง 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง โดยที� α < β จัะได้ 

       จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  

 N > 0 ที�ทำาให้ 

 เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0 เม่�อใช้บทตั�งนี�ในกรณี k กับอนุกรม 
 

        ทุกค่า x1 ∈ 0 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด     
 ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

บทตั �ง 2.4 

 ให้ k ∈  และ  

 ถุ้า     ลู่ อ อ ก  
และ 

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทกุ (x1,x2,...x) แลว้ ทกุจัำานวนจัรงิ  
α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด            ซึ้้�ง 

บทพิสจูน์
 พื่ิสูจัน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนตัวแปร k 

 ขึ้ั�นฐานขึ้องการอุปนัย 

 (กรณี k = 1) เห็นได้ชัดจัากบทตั�ง 2.2 

 ขึ้ั�นการอุปนัย 

 (สมมติให้บทตั�งเป็นจัริงกรณี k จัะพื่ิสูจัน์ว่าบทตั�ง
เป็นจัริงกรณี k + 1)

 ในการพื่ิสูจัน์บทตั�งกรณี k + 1 จัะเริ�มจัากการสมมติ
ว่า
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 

ลู่ออก จะเกิดได้

2 กรณี คือ

A(x1,x2, • • • ,xk+1) ≥ 0 ทุก x1,x2 ,• • • ,xk+1) ∈  
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 

α

α
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ

 1. กรณีมี x1 ∈ 0 ที�ทำาให้ 

           ลู่ออก 

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 โดยบทตั�งกรณี k จัะมีเซึ้ต 
จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 

 2. กรณี                ลู่เขึ้้า 

ทุก x1 ∈ 0 

 กำาหนดให้ 

 

 ทุก x1 ∈ 0

 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  

 ทุก x1 ∈ 0

 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 
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 ทุกค่า x1 ∈ 

 จัะได้ว่า แต่ละ x1 ∈ 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

ซึ้้�ง

 ดังนั�น 

 

 

 เพื่ราะฉะนั�น จั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 

 ซึ้้�ง 

   

 นอกจัากความรู้พื่่�นฐานที�กล่าวมาขึ้้างต้น ผู้อ่านจัะ
ตอ้งอาศยัความรูเ้ร่�อง ฟงักช์นักอ่กำาเนดิ(generating function) 
และ ทฤษฎีบททวินามติดลบ (negative binomial theorem) 
ซึ้้�งสามารถุทบทวนได้ที� (Beeler, 2015), (Chuan-Chong & 
Khee-Meng, 1992) หร่อเอกสารทั�วไปเกี�ยวกับคณิตศาสตร์
เชิงการจััด เพื่่�อใช้ประกอบการศ้กษาหัวขึ้้อถุัดไป

การจดัเรียงใหม่ให้เป็นหน่ึงมิติ
 เป็นที�ทราบกันโดยทั�วไปว่า   เป็น เซึ้ตนับได้  
( countable set) นั�นค่อ เราสามารถุนำาสมาชิกทั�งหมดใน   
ซึ้้�งอยู่ในปริภูมิ k มิติ มาเรียงลำาดับใหม่เป็นแนวตรงได้ ดังนั�น
เราอาจัลดทอนอนุกรมอนันต์ที�ซึ้้อนกัน k ชั�นให้เหล่อเพื่ียง
อนุกรมอนันต์ชั�นเดียวโดยสร้างกฎเกณฑ์สำาหรับเรียงลำาดับ
แต่ละพื่จัน์ที�ปรากฏในผลบวก k มิติให้เป็นผลบวกแนวตรงซึ้้�ง
มีหน้�งมิติ อย่างไรก็ตาม กระบวนการนี�อาจัส่งผลกระทบต่อ 
การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรม ทฤษฎีบทที�จัะพื่ิสูจัน์ในหัวขึ้้อนี�
ช่วยย่นยันได้ว่า ในกรณีที�แต่ละพื่จัน์ขึ้องอนุกรมเป็นค่าจัริงที�
ไมเ่ปน็ลบและในกรณทีี�อนกุรมลูเ่ขึ้า้อยา่งสมับรูณ ์กระบวนการ
ดังกล่าวจัะไม่ทำาให้การลู่เขึ้้าหร่อค่าขึ้องอนุกรมเปลี�ยนแปลง 

ลู่ออกและ  

 A(x1,x2,...xk+1) ≥ 0 ทุก (x1,x2,...xk+1)

 จัากนั�นจัะต้องพื่ิสูจัน์ขึ้้อความต่อไปนี�

 “ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

   ซึ้้�ง                                         ”

 จัากบทนิยาม 2.1 เม่�อ 

 ลู่ออก จัะเกิดได้ 2 กรณี ค่อ
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จัำากัด              ซึ้้�ง 

ดังนั�นจั้งมีเซึ้ตจัำากัด 

 ซึ้้�ง 
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และ B(x1) ≥ 0 ทุก x1 ∈ 0  โดยบทตั�ง 2.2 จัะมี

 จัำานวนเต็ม N > 0 ที�ทำาให้  

เน่�องจัาก  
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 เม่�อใช้บทตั�ง 2.3 กับอนุกรม 
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 ให้จัำานวนจัริง α > 0 เน่�องจัาก       ลู่ออก  
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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α

α

α

α
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 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 

α

α
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 

n = 0

2.2 จะได้ว่า ทุกจ�ำนวนจริง α > 0 จะมีจ�ำนวนเต็ม N > 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 เน่�องจัาก     เ ป็ นผลบวกจัำา กั ดซึ้้� ง 

ทุกพื่จัน์ปรากฏใน              โดยที�  

 A(x1,x2,...xk) ≥ 0 ทุก 

 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

        ลู่ออก 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากขึ้้อ ก. เม่�อ           ลู่เขึ้้า 

 จัะได้          ลู่เขึ้้าด้วย 

 ต่อไปจัะพื่ิสูจัน์ 2 ส่วน ดังนี�

 1. พื่ิสูจัน์ว่า 

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง  

 จัากบทตั�ง 2.1 จัะมีจัำานวนเต็ม  N > 0 ที�ทำาให้  

     ดังนั�น

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น

 2. พื่ิสูจัน์ว่า

 ให้ α เป็นจัำานวนจัริง ซึ้้�ง

  

 จัากบทตั�ง 2.3 จัะมีเซึ้ตจัำากัด  

 ซึ้้�ง  

 ทฤษฎีีบท 3.1 ให้ k ∈ , A : 0→ ,  

 และ         ถุ้า A(x1,x2,...xk) ≥ 0

 ทุก      แล้ว จัะได้ว่า

 ก.           ลู่เขึ้้า 

 ก็ต่อเม่�อ            ลู่เขึ้้า

 ขึ้. ถุ้า             ลู่เขึ้้า แล้ว 

บทพิสจูน์ ก.
 ขึ้้อความที�ต้องการพื่ิสูจัน์สมมูลกับ

              ลู่ออก ก็ต่อเม่�อ

     ลู่ออก 

 (⇒) สมมติให้ 

ลู่ออก จัากบทตั�ง 2.4 จัะได้ว่า

 ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีเซึ้ตจัำากัด    ซึ้้�ง 

เน่�องจัาก  

เป็นผลบวกจัำากัด ซึ้้�งทุกพื่จัน์ปรากฏใน         

โดยที�    ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α > 0 ดังนั�น

     ลู่ออก

 (⇐) สมมติให้       ลู่ออก จัากบทตั�ง  
2.2 จัะได้ว่า ทุกจัำานวนจัริง α > 0 จัะมีจัำานวนเต็ม N > 0  

ซึ้้�ง 
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

อสมการข้างต้นเป็นจริงทุกค่า α ซึ่ง

ดังนั้น

เพราะฉะนั้น
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

	 เนือ่งจาก An เป็นเซตจ�ำกัดท่ีไม่ใช่เซตว่าง ทุก n ∈ 0  

ดังนั้น จะมีฟังก์ชัน	
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

	 ให้ I(x1,x2, • • • ,xk) แทน ส่วนจินตภาพ (imaginary 
part) ของ A(x1,x2, • • • ,xk) จะสามารถพสิจูน์ได้ในท�ำนองเดียวกบั 
(3) ว่า
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0

R(x1,x2, • • • ,xk)
A(x1,x2, • • • ,xk)
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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 ดังนั�น 

 

 อสมการขึ้้างต้นเป็นจัริงทุกค่า α ซึ้้�ง 

 เพื่ราะฉะนั�น 

 ทฤษฎีบทต่อไปเป็นอีกเง่�อนไขึ้หน้�งซึ้้�งสามารถุใช้
สำาหรับอนุกรมที�มีบางพื่จัน์เป็นจัำานวนจัริงที�ติดลบหร่อเป็น
จัำานวนเชิงซึ้้อน โดยเกี�ยวขึ้้องกับการลู่เขึ้้าอย่างสัมบูรณ์

 ทฤษฎีีบท 3.2 ให้  k ∈ ,       และ

  ถุ้า         ลู่เขึ้้าแล้ว จัะได้ว่า

บทพิสจูน์
 สำาหรับทุก  

 ให้ R(x1,x2,...xk) แทน ส่วนจัริง (real part) ขึ้อง 
A(x1,x2,...xk) เราทราบว่า     ลู่เขึ้้า และ  

      ทุก n ∈ 0

 จัะได้      ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการ
เปรียบเทียบ (comparison test)

 เน่�องจัาก           ลู่เขึ้้า และ

 

 ทุก n ∈ 0 จัะได้  

 ลู่เขึ้้า โดยการทดสอบโดยการเปรียบเทียบ เช่นกัน 

เห็นได้ชัดว่า  

 ทุก      

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

(1)

 นอกจัากนี� 

 

 ทุก  

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้

   

(2)

 นำาสมการ (1) ลบด้วยสมการ (2) จัะได้

(3)

 สำาหรับทุก  

 ให ้I(x1,x2,...xk) แทน สว่นจันิตภาพื่ (imaginary part) 
ขึ้อง  A(x1,x2,...xk) จัะสามารถุพื่ิสูจัน์ได้ในทำานองเดียวกับ  
(3) ว่า

 (4)

 จัากสมการ (3) และ (4) เราจัะได้

 

สตูรลดทอน 
 ผลลัพื่ธ์จัากหัวขึ้้อที�ผ่านมาทำาให้เราได้สูตรลดทอน
สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) ดังนี�

 ทฤษฎีีบท 4.1 ให้ k ∈ ,     และ

  นอกจัากนี� กำาหนดให้ 

 สำาหรับทุก n ∈ 0

 ถุ้า  

 ทุก           แล้ว จัะได้ว่า

(4.1)

บทพิสจูน์
 เน่�องจัาก An เป็นเซึ้ตจัำากัดที�ไม่ใช่เซึ้ตว่าง ทุก  ดัง
นั�น n ∈ 0 จัะมีฟังก์ชัน

     ทุกค่า n ∈ 0
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  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
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บทพิสูจน์ ข. 
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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n k kA x x x x x x n=  + + + =
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เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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(4.1) 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
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ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
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x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เน่ื องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
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z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 

 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
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ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
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ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
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เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 
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=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
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บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 
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 เป็น
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เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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ทวนิาม 

 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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บทพิสูจน์ ข. 
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เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 
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ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
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  

= = =

 + + + 
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0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1
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โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k
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เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 
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ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
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เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=
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1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    
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ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้
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บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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1 2
0 0 0

( )
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x x x

f x x x
  
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+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )
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k nn x x x A
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

= 
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1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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บทพิสูจน์ ข. 
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1
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onto

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
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0
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n r
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b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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  
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 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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  
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

= 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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x x x

x x x f x x x
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k
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k n k r
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
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n
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
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
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
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g x x f x x


= 

=  + + 
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1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   
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=    

นัน่คอื 
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( , ,..., ) ( )
k
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g x x x f x x x
  
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0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   
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1
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=
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2
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( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
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บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2
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0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   
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1
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1n

n k
f n
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

=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2
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0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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0
( ) 2 3

k
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m
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ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
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k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 
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0
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m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
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m k
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z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
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m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    
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1
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m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
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เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 
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1
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
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x x x f x x x
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สังเกตว่า 
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( , ,..., )
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k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 
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ทวนิาม 

 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 โดย

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
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( , ,..., ) ( )
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x x x

g x x x f x x x
  
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k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   
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
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( )
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
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=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
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 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 
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ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
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 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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  
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= 
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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 เป็น
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0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0
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n

h n


=

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0 ( , ,..., )
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k
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

= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 
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k
n x x x A
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
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จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
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( , ,..., ) ( )
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x x x n

h x x x h n
   
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( , ,..., ) ( )
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
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   
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1
( )
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n k
f n
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

=
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=  − 
  
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ข. 
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  
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2 1n

n k
f n

k



=
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2
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( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  
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k
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
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+ − −  
=   −  
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 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.1) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

 สูตรลดทอนที�เราได้สำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) 
ค่อทฤษฎีบทต่อไปนี� 

 ทฤษฎีีบท 4.2 ให้ k ∈  และ f : 0→ ถุ้า 
f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o แล้ว จัะได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  

ให้ 
0

n

n r
r

b a
=

=  ทุก 0n  จะได้ว่า  
0

n n
b


 เป็น

ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  

 10,1,2,..., 1
n ns sn b a +−  −   

เราจงึสามารถนิยามฟังกช์นั 0
0

: n
n

A


=

→  โดย 

( )1     ;  
( )

(0,0,...,0)        ;  0
n ns sn b n

n
n


 +

 − = 
=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 

0
n

n

A


=

 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
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0 0 0
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k
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x x x

x x x f x x x
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= = =

 + + +   

  
0

1
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f n
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

=

+ − 
=  − 
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(4.3) 

ค.
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2
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0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 
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2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
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(4.4) 
 

   

  

  

บทพิสจูน์ ก.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0
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m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
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m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
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k n

k
x x x A
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k
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=  − 

  

ดงันัน้  
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1 2 1 2
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( )
k
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x x x f x x x
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1
( )
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f n

k



=

+ − 
=  − 
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บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
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เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 
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      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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=
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ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k
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
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(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 
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  
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0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1

: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A
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− →   ทุกค่า 0n  

โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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ล าดับเพิ่มบน  ดังนั ้น ทุก n  จะมี 0ns   
เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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 โดยเริม่จากสมาชิกของ 0A  ตามด้วยสมาชิก

ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากนี้  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z
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

=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 
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1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
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1
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  
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บทพิสูจน์ ข. 
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

=
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
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สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
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0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
1 1
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
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
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โดยทีจ่ านวนเตม็ 1na   แทนจ านวนสมาชกิของ nA  
ซึง่จะเหน็ว่า 0 1a =  และ 0(0) (0,0,...,0) =  
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=
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0

n n
b


 เป็น
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เพยีงค่าเดยีวซึง่ 1n ns sb n b +   นัน่คอื  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ของ 1A  ตามดว้ยสมาชกิของ 2A  และเป็นเช่นน้ีเรื่อยไป
ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 จัากทฤษฎีบท 3.1 จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =

ส าหรบัทุก 0n  
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ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   แลว้ จะไดว้่า 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

(4.1) 
บทพิสูจน์ 
เนื่ องจาก nA  เป็ น เซตจ ากัดที่ ไม่ ใช่ เซตว่ าง ทุ ก 

0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 

 
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: 0,1,2,..., 1n n nonto
a A

−

− →   ทุกค่า 0n  
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ส าหรบัทุก 0n  
ถา้ 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) 0k kg x x x f x x x + + +    
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บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้
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 โดยที�จัำานวนเต็ม an ≥ 1 แทนจัำานวนสมาชิกขึ้อง 
An ซึ้้�งจัะเห็นว่า a0 = 1 และ θ0(0) = (0,0,...0)
 ให้      ทุก n ∈ 0 จัะได้ว่า           เป็น 

ลำาดับเพื่ิ�มบน  ดังนั�น ทุก n ∈  จัะมี sn ∈ 0 เพื่ียงค่า 
เดียวซึ้้�ง     นั�นค่อ 

 

 เราจั้งสามารถุนิยามฟังก์ชัน             โดย

 กลา่วคอ่ ฟงัก์ชนั ø เปน็การเรียงสมาชิกทั�งหมดขึ้อง 
      โดยเริ�มจัากสมาชิกขึ้อง A0 ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A1  
ตามด้วยสมาชิกขึ้อง A2 และเป็นเช่นนี�เร่�อยไปตามลำาดับ  
นอกจัากนี� {A0, A1, A2,...} เป็นผลแบ่งกั�น (partition)  

ขึ้อง  ทำาให้สรุปได้ว่า  

 ต่อไป นิยามฟังก์ชัน  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
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 ทุก  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
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=

 

กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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 จัะเขึ้ียนได้ว่า

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

ทฤษฎีบท 4.1 ให ้ k , 0: kg →  และ 
0:f →  นอกจากน้ี ก าหนดให ้ 
 1 2 0 1 2( , ,..., ) k
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ส าหรบัทุก 0n  
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0n  ดงันัน้ จะมฟัีงกช์นั 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 
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 1 2 0 1 2( , ,..., ) k

n k kA x x x x x x n=  + + + =
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 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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ตามล าดบั นอกจากน้ี  0 1 2, , ,...A A A  เป็นผลแบ่งกัน้ 

(partition) ของ 0
k  ท าใหส้รุปไดว้่า 

1 1

0 0: k

onto


−

→   

ต่อไป นิยามฟังกช์นั 0: kh →  โดย 
1 2( , ,..., )kh x x x  

 1 2 1 2( , ,..., ) ( )k kg x x x f x x x=  + + +  
ทุก 1 2 0( , ,..., ) k

kx x x   จะเขยีนไดว้่า 

( )
0

( )
n

h n


=


1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., )
k n

k
n x x x A

h x x x


= 

=   

1 2

1 1
0 ( , ,..., )

( ,..., ) ( )
k n

k k
n x x x A

g x x f x x


= 

=  + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=    

จากทฤษฎบีท 3.1 จะได ้ 

( )
1 2

1 2
0 0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k
x x x n

h x x x h n
   

= = = =

=    

นัน่คอื 

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ( )
k

k k
x x x

g x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( , ,..., ) ( )
k n

k
n x x x A

g x x x f n


= 

=     

 
 

หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
( ) 0f n   ทุก 0n  แลว้ จะไดว้่า 

ก. 
1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

  
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.2) 

ข. 
1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + +   

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

(4.3) 

ค.
1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

        
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

(4.4) 
 

 นั�นค่อ



Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

m
Zm

m=0

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบ ว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

383Vol 43. No 4, July-August 2024

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z)ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ; ทฤษฎีบททวินาม

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 

บทพิสจูน์ ข.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม  ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น สามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ทฤษฎีบททวินาม  ;

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

                  = 0 เม่�อ - k ≤ m < 0

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  

บทพิสจูน์ ค.
 จัากทฤษฎีบท 4.1 จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 สังเกตว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ค่อสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn จัากการกระจัายฟังก์ชันก่อ
กำาเนิด

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 



J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  

J Sci Technol MSURachanai Kaikeaw and Chatchai Puttirungroj384

 ในขึ้ณะเดียวกันเราทราบว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

 ดังนั�นสามารถุเขึ้ียน F(z) ได้อีกแบบค่อ

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

บทพิสูจน์ ก. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
1 20 ( , ,..., )

1 ( )
k nn x x x A

f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2( , ,..., )

1
k nx x x A

  คือสมัประสิทธิข์อง nz  จาก

การกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

 ( )2

0
( ) 1

k
km

m
F z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 
0

1
1

m

m
z

z



=

=
−  ดังนั ้น

สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 
1( ) (1 )

1

k
kF z z

z
− = = − − 

 

        
0

1
1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
 ; ทฤษฎบีททวนิาม 

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้

1 2( , ,..., )

1
1

1
k nx x x A

n k
k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2
0 0 0

( )
k

k
x x x

f x x x
  

= = =

+ + +   

 
0

1
( )

1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
  

บทพิสูจน์ ข. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

1 2
0 ( , ,..., )

( )
k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สงัเกตว่า 
1 2

1 2
( , ,..., )k n

k
x x x A

x x x


  คอืสมัประสิทธิข์อง 

nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z mz z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกัน เราทราบว่า 2
0 (1 )

m

m

zmz
z



=

=
−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

2
2( ) (1 )

(1 )

k
k kzF z z z

z
− 

= = − − 
  

0

2 1
2 1

k m

m

m k
z z

k



=

+ − 
=  − 

 ; ทฤษฎีบททวินาม             

0

2 1
2 1

m k

m

m k
z

k


+

=

+ − 
=  − 


2 1
2 1

m k

m k

m k
z

k


+

=−

+ − 
=  − 
  ; 

2 1
0

2 1
m k

k
+ − 

= − 
 เมื่อ 0k m−    

         
0

1
2 1

m

m

m k
z

k



=

+ − 
=  − 
   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

1 2
( , ,..., )

1
2 1

k n

k
x x x A

n k
x x x

k

+ − 
=  − 

  

ดงันัน้  

1 2

1 2 1 2
0 0 0

( )
k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

  
0

1
( )

2 1n

n k
f n

k



=

+ − 
=  − 
   

บทพิสูจน์ ค. 
จากทฤษฎบีท 4.1 จะได ้

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

1 2

2
1 2

0 ( , ,..., )
( ) ( )

k n

k
n x x x A

x x x f n


= 

=    

สังเกตว่า 
1 2

2
1 2

( , ,..., )
( )

k n

k
x x x A

x x x


  คือสัมประสิทธิ ์

ของ nz  จากการกระจายฟังกช์นัก่อก าเนิด 

( )2 2 2 2 3

0
( ) 2 3

k
km

m
F z m z z z z



=

 = = + + + 
 
  

ในขณะเดียวกันเราทราบว่า 2
3

0

(1 )
(1 )

m

m

z zm z
z



=

+
=

−  

ดงันัน้สามารถเขยีน ( )F z  ไดอ้กีแบบคอื 

3
3

(1 )( ) (1 ) (1 )
(1 )

k
k k kz zF z z z z

z
− +

= = + − − 
 

0 0

3 1
3 1

k
k r m

r m

k m k
z z z

r k



= =

+ −   
=    −   

   ; ทฤษฎีบท

ทวนิาม ; ทฤษฎีบททวินาม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

                      = 0 เม่�อ 0 ≤ r ≤ k, -r - k ≤ m < 0

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เทียบสัมประสิทธิ์ขึ้อง zn ใน F(z) จัะได้ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 ดังนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 หมายเหต ุ ถุ้าอนุกรมด้านใดด้านหน้�งขึ้องสมการ 
(4.2), (4.3) และ (4.4) ลู่ออก แล้วอนุกรมอีกด้านจัะลู่ออกด้วย

ตวัอย่างการประยกุต์
 ในหัวขึ้้อนี�จัะยกตัวอย่างการคำานวณค่าขึ้องอนุกรม
ซึ้้อนกันหลายชั�นโดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 เพื่่�อให้ผู้อ่านได้
เห็นภาพื่การใช้งานพื่อสังเขึ้ป

ตวัอย่าง 5.1 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 ให้ f(n) = n!

1    จัะได้ f(n) ≥ 0 ทุก n ∈ o

 จัากทฤษฎีบท 4.2 (ก) จัะได้

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

    

 เราทราบว่า 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

           นั�นค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

               ทุก 
x ∈  และเน่�องจัากอนุกรมกำาลังสามารถุหาอนุพื่ันธ์ได้เทอม
ต่อเทอม ดังนั�นอนุพื่ันธ์อันดับที� 2 ขึ้อง x2ex ที� x = 1 ค่อ 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 

 แต่จัะเห็นว่า  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

 เพื่ราะฉะนั�น 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.2 
 หาค่าขึ้องอนุกรม

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ขึ้) 
จัะได้  



Rearrangement to one-dimensional iterated series  
and reduction formulas

385Vol 43. No 4, July-August 2024

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเน่ืองจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

ตวัอย่าง 5.3 
 หาค่าขึ้องอนุกรม 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

0 0

3 1
3 1

k
m r k

r m

k m k
z

r k


+ +

= =

+ −  
=   −  
  

0

3 1
3 1

k
m r k

r m r k

k m k
z

r k


+ +

= =− −

+ −  
=   −  
  ; 

3 1
0

3 1
m k

k
+ − 

= − 
เมื่อ0 r k  , 0r k m− −    

0 0

2 1
3 1

k
m

r m

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

0 0

2 1
3 1

k
m

m r

k m k r
z

r k



= =

+ − −  
=   −  
  

เทยีบสมัประสทิธิข์อง nz  ใน ( )F z  จะได ้ 

1 2

2
1 2

( , ,..., ) 0

2 1
( )

3 1
k n

k

k
x x x A r

k n k r
x x x

r k =

+ − −  
=   −  

 
ดงันัน้  

1 2

2
1 2 1 2

0 0 0
( ) ( )

k

k k
x x x

x x x f x x x
  

= = =

 + + + 

 
0 0

2 1
( )

3 1

k

n r

k n k r
f n

r k



= =

+ − −  
=   −  
   

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 

ตวัอยา่ง 5.1 หาค่าของอนุกรม  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +  

วิธีท า  

ให ้ 1( )
!

f n
n

=  จะได ้ ( ) 0f n   ทุก 0n  

จากทฤษฎบีท 4.2 (ก) จะได ้

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + +
0

2 1
2 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

           
0

1 ( 2)( 1)
2 !n

n n
n



=

+ +
=   

เราทราบว่า 
0 !

n
x

n

xe
n



=

=  นัน่คือ 
2

2

0 !

n
x

n

xx e
n

+

=

=  

ทุก x  และเนื่ องจากอนุกรมก าลังสามารถหา
อนุพนัธ์ไดเ้ทอมต่อเทอม ดงันัน้อนุพนัธ์อนัดบัที่ 2 ของ 

2 xx e  ที ่ 1x =  คอื  

( )
2 2 2

2
2 2

01 1
!

n
x

nx x

d d xx e
dx dx n

+

== =

 
=  

 
   

             
0

( 2)( 1)
!n

n n
n



=

+ +
=  

แต่จะเหน็ว่า 

( ) ( )
2

2 2
2 1

1

4 2 7x x x x

x
x

d x e x e xe e e
dx =

=

= + + =  

เพราะฉะนัน้  

0 0 0

1
( )!x y z x y z

  

= = = + + ( )
2

2
2

1

1
2

x

x

d x e
dx

=

=
7
2
e

=  

 

ตวัอยา่ง 5.2 หาค่าของอนุกรม 

0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 
โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ข) จะ

ได ้
0 0 0 ( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +   

0

2 1
5 !n

n
n



=

+ 
=  

 
  

0

1 ( 2)( 1) ( 1)( 2)
5! !n

n n n n n
n



=

+ + − −
=   

5 2

5
0 1

1
120 !

n

n x

d x
dx n

+

= =

 
=  

 
  

( )
5

2
5

1

1
120

x

x

d x e
dx

=

=  

31
120

e
=             

ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

วิธีท า 

วิธีท�า
 โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 5.1 และทฤษฎีบท 4.2 (ค) 
จัะได้  

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ค) จะ

ได ้
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

3

0 0

3 5 1
8 !n r

n r
r n



= =

+ −  
=   

  
  

0

5 4 3 2 13 3
8 8 8 8 !n

n n n n
n



=

 + + + +        
= + + +        

        


8 5 4 3 2

8
0 1

1 3 3
8! !

n n n n

n x

d x x x x
dx n

+ + + +

= =

 + + +
=  

 
  

( )
8

5 4 3 2
8

1

1 ( 3 3 )
8!

x

x

d x x x x e
dx

=

= + + +  

773
1008

e
=             

 
สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 
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กล่าวคือ ฟังก์ชนั   เป็นการเรยีงสมาชิกทัง้หมดของ 
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หมายเหตุ ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่งของสมการ (4.1) 
ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออกดว้ย 

สูตรลดทอนที่เราได้ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.2) คือ
ทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 4.2 ให้ k  และ 0:f →  ถ้า 
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หมายเหตุ  ถ้าอนุกรมด้านใดด้านหนึ่ งของสมการ 
(4.2),(4.3) และ (4.4) ลู่ออก แลว้อนุกรมอกีดา้นจะลู่ออก
ดว้ย 
 
ตวัอย่างการประยุกต์ 

ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการค านวณค่าของ
อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้โดยประยุกต์ทฤษฎีบท 4.2 
เพื่อใหผู้อ้่านไดเ้หน็ภาพการใชง้านพอสงัเขป 
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ตวัอยา่ง 5.3 หาค่าของอนุกรม  
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ตวัอย่าง 5.3 
 หาค่าขึ้องอนุกรม 
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
 
6. References 
Beeler, R. A. (2015). How to Count: An Introduction 

to Combinatorics and Its Applications. Springer 
Cham. 

Chuan-Chong, C., & Khee-Meng, K. (1 9 9 2 ). 
Principles and Techniques in Combinatorics. 
World Scientific Publishing Company. 

Furdui, O., & Trif, T. (2011). On the Summation of 
Certain Iterated Series. Journal of Integer 
Sequence. 14(6): Article 11.6.1. 

Furdui, O. (2013). Limits, Series, and Fractional Part 
Integrals: Problems in Mathematical Analysis. 
Springer New York. 

Haukkanen, P. (2 0 1 9 ). Formal Power Series in 
Several Variables. Notes on Number Theory 
and Discrete Math. 25(4), 44-57. 

Niven, I. (1969). Formal Power Series. The 
American Mathematical Monthly, 76(8), 871 -
889. 

Qin, H., & Furdui, O. (2015). Three open problems 
and a conjecture. Open Mathematic Journal, 
13(1), 729-736. 

. 
 

 

  Template วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
  

                   

โดยวธิเีดยีวกบัตวัอย่าง 5.1 และทฤษฎบีท 4.2 (ค) จะ

ได ้
2

0 0 0

( )
( )!x y z

xyz
x y z

  

= = = + +  

3

0 0

3 5 1
8 !n r

n r
r n



= =

+ −  
=   

  
  

0

5 4 3 2 13 3
8 8 8 8 !n

n n n n
n



=

 + + + +        
= + + +        

        


8 5 4 3 2

8
0 1

1 3 3
8! !

n n n n

n x

d x x x x
dx n

+ + + +

= =

 + + +
=  

 
  

( )
8

5 4 3 2
8

1

1 ( 3 3 )
8!

x

x

d x x x x e
dx

=

= + + +  

773
1008

e
=             

 
สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
 
6. References 
Beeler, R. A. (2015). How to Count: An Introduction 

to Combinatorics and Its Applications. Springer 
Cham. 

Chuan-Chong, C., & Khee-Meng, K. (1 9 9 2 ). 
Principles and Techniques in Combinatorics. 
World Scientific Publishing Company. 

Furdui, O., & Trif, T. (2011). On the Summation of 
Certain Iterated Series. Journal of Integer 
Sequence. 14(6): Article 11.6.1. 

Furdui, O. (2013). Limits, Series, and Fractional Part 
Integrals: Problems in Mathematical Analysis. 
Springer New York. 

Haukkanen, P. (2 0 1 9 ). Formal Power Series in 
Several Variables. Notes on Number Theory 
and Discrete Math. 25(4), 44-57. 

Niven, I. (1969). Formal Power Series. The 
American Mathematical Monthly, 76(8), 871 -
889. 

Qin, H., & Furdui, O. (2015). Three open problems 
and a conjecture. Open Mathematic Journal, 
13(1), 729-736. 

. 
 

 

สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 
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สรปุผลการวิจยั 

ในบทความนี้ เราได้สร้างสูตรลดทอนส าหรบั
อนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมแีนวคดิคอืการ
จัดเรียงแต่ละพจน์ของอนุกรมหลายชัน้ใหม่ให้เป็น
ผลบวกแนวตรง เราเริ่มจากการพิสูจน์เงื่อนไขที่เพียง
พอทีจ่ะท าใหว้ธิจีดัเรยีงดงักล่าวไม่เปลีย่นแปลงการลู่เขา้
หรอืค่าของอนุกรม นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1 และทฤษฎีบท 
3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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3.2 โดยอาศยัเพยีงความรูพ้ืน้ฐานของอนุกรมชัน้เดยีวใน
การพสิูจน์ จากนัน้จงึเลอืกกฎเกณฑ์ที่เหมาะสมในการ
เรียงล าดับและจัดกลุ่ม เพื่อสร้างสูตรลดทอนทัว่ไป
ส าหรบัอนุกรมที่อยู่ในรูป (1.1) นัน่คือ ทฤษฎีบท 4.1 
และเมื่อใช้สตูรลดทอนทัว่ไปร่วมกบัเทคนิคการนับด้วย
ฟังกช์นัก่อก าเนิด จะท าใหไ้ดสู้ตรลดทอนส าหรบัอนุกรม
ที่อยู่ในรูป (1.2) นัน่คอื ทฤษฎีบท 4.2 ผลลพัธ์ที่เราได้
ในบทความนี้ นอกจากจะช่วยให้ค านวณค่าแจง้ชดัของ

อนุกรมซ้อนกันหลายชัน้ได้ง่ายขึ้นแล้ว ยังอาจน าไป
ประยุกต์กบั อนุกรมก าลงัรูปนัย (formal power series) 
ที่ มีห ลายตัวแป รบางรูป แบบ  ผู้ สน ใจสาม ารถดู
ร าย ล ะ เอี ย ด เกี่ ย ว กั บ อ นุ ก รม ก า ลั ง รูป นั ย ได้ ที ่
(Haukkanen, 2019) และ (Niven, 1969)  
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สรปุผลการวิจยั
 ในบทความนี� เราได้สรา้งสูตรลดทอนสำาหรบัอนกุรม
ที�อยู่ในรูป (1.1) และ (1.2) โดยมีแนวคิดค่อการจััดเรียงแต่ละ
พื่จัน์ขึ้องอนุกรมหลายชั�นใหม่ให้เป็นผลบวกแนวตรง เราเริ�ม
จัากการพื่สิจูันเ์ง่�อนไขึ้ที�เพื่ยีงพื่อที�จัะทำาใหว้ธิจีัดัเรยีงดงักลา่วไม่
เปลี�ยนแปลงการลูเ่ข้ึ้าหรอ่ค่าขึ้องอนุกรม นั�นคอ่ ทฤษฎีบท 3.1 
และทฤษฎีบท 3.2 โดยอาศัยเพื่ียงความรู้พื่่�นฐานขึ้องอนุกรม
ชั�นเดียวในการพื่ิสูจัน์ จัากนั�นจั้งเล่อกกฎเกณฑ์ที�เหมาะสม 
ในการเรยีงลำาดบัและจัดักลุม่ เพื่่�อสรา้งสตูรลดทอนทั�วไปสำาหรบั
อนุกรมที�อยู่ในรูป (1.1) นั�นค่อ ทฤษฎีบท 4.1 และเม่�อใช้สูตร
ลดทอนทั�วไปร่วมกับเทคนิคการนับด้วยฟังก์ชันก่อกำาเนิด  
จัะทำาให้ได้สูตรลดทอนสำาหรับอนุกรมที�อยู่ในรูป (1.2) นั�น
ค่อ ทฤษฎีบท 4.2 ผลลัพื่ธ์ที�เราได้ในบทความนี� นอกจัาก 
จัะชว่ยใหค้ำานวณคา่แจัง้ชดัขึ้องอนกุรมซึ้อ้นกนัหลายชั�นไดง้า่ย
ขึ้้�นแล้ว ยังอาจันำาไปประยุกต์กับ อนุกรมกำาลังรูปนัย (formal 
power series) ที�มีหลายตัวแปรบางรูปแบบ ผู้สนใจัสามารถุ
ดูรายละเอียดเกี�ยวกับอนุกรมกำาลังรูปนัยได้ที� (Haukkanen, 
2019) และ (Niven, 1969) 
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บทน�า
มะเรง็ คอ่ กลุม่ขึ้องโรคที�เกดิเน่�องจัากเซึ้ลลข์ึ้องรา่งกายมคีวาม
ผิดปกติ ที� DNA หร่อสารพื่ันธุกรรม ส่งผลให้เซึ้ลล์มีการเจัริญ
เติบโตมีการแบ่งตัวเพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนเซึ้ลล์รวดเร็วและมากกว่า
ปกติ ดังนั�น จั้งอาจัทำาให้เกิดก้อนเน่�อผิดปกติ และในที�สุดก็
จัะทำาให้เกิดการตายขึ้องเซึ้ลล์ในก้อนเน่�อนั�น เน่�องจัากขึ้าด
เล่อดไปเลี�ยงถุ้าเซึ้ลล์พื่วกนี�เกิดอยู่ในอวัยวะใดก็จัะเรียกช่�อ  
“มะเร็ง” ตามอวัยวะนั�น เช่น มะเร็งปอด, มะเร็งสมอง, มะเร็ง
เต้านม, มะเร็งปากมดลูก, มะเร็งเม็ดเล่อดขึ้าว และมะเร็ง
ผิวหนัง เป็นต้น (สถุาบันมะเร็งแห่งชาติ, 2563) “มะเร็ง 
เตา้นม” เป็นมะเรง็ที�พื่บมากที�สดุเป็นอันดับ 1 ขึ้องผู้หญงิไทย  
และเป็นสาเหตุขึ้องการเสียชีวิตอันดับต้น ๆ ในผู้หญิงทั�วโลก  
แนวโน้มคนไทยป่วยเป็นโรคมะเร็งสูงขึ้้�นทุกปีแต่ยังพื่บ 
น้อยกว่าประเทศทางตะวันตกมาก โดยผู้หญิงไทยมีอัตรา 
การพื่บมะเร็งประมาณ 40 คน ในสตรีวัยเจัริญพื่ันธุ์ 100,000 
คน ซึ้้�งถุา้เทยีบกบัประเทศตะวันตกพื่บมะเร็งเต้านมได้มากกวา่ 
100 คน ในสตรีวัยเจัริญพื่ันธุ์ 100,000 คน ส่วนในผู้ชายก็พื่บ
มะเร็งเต้านมได้เช่นกันแต่ไม่บ่อยนัก โดยมีอุบัติการณ์ขึ้อง 
โรคนี�น้อยกว่าผู้หญิงเก่อบ 100 เท่า 

 สถุานการณ์ขึ้องโรคมะเร็งในภาพื่รวมขึ้องประเทศไทย
 จัากสถุิติพื่บว่าโรคมะเร็งเป็นสาเหตุการเสียชีวิตอันดับ 1 คิด
เป็นร้อยละ 16 ขึ้องต้นเหตุการเสียชีวิตทั�งหมดสูงกว่าอันตรา
การเสยีชวีติจัากอบุตัเิหต ุและโรคหวัใจัเฉลี�ย 2 ถุง้ 3 เทา่ หรอ่
มีผู้เสียชีวิตจัากโรคมะเร็งเฉลี�ย 8 รายต่อชั�วโมง ปัจัจัุบันโรค
มะเร็งถุ่อเป็นปัญหาสาธารณสุขึ้ที�สำาคัญขึ้องประเทศไทยและ 
มแีนวโน้มอัตราการเกิดโรคสงูขึ้้�นอยา่งตอ่เน่�อง จัากสถุติพิื่บวา่
มีผู้ป่วยโรคมะเร็งรายใหม่ 139,206 คนต่อปี และในจัำานวนนี� 
มีผู้เสียชีวิต 84,073 คนต่อปี สำาหรับ 5 อันดับแรกขึ้องมะเร็งที�
พื่บบ่อยที�สุด ได้แก่ 1. มะเร็งตับและท่อนำ�าดี 2. มะเร็งเต้านม  
3. มะเรง็ปอด 4. มะเรง็ลำาไสใ้หญแ่ละทวารหนกั และ 5. มะเรง็
ปากมดลูก (ณัฏฐพื่ร นันทิวัฒนา, 2563)

 การทำาเหม่องขึ้้อมูล (data mining) ค่อ การส่บค้น
ความรู้ที�เป็นประโยชน์และน่าสนใจับนฐานขึ้้อมูลขึ้นาดใหญ่  
(knowledge discovery from very large databases: KDD)  
(สายชล สนิสมบรูณท์อง, 2560) หรอ่ที�เรยีกกันวา่การทำาเหมอ่ง
ขึ้อ้มลู เปน็วธิกีารที�ใชจ้ัดัการกบัขึ้อ้มลูขึ้นาดใหญโ่ดยจัะนำาขึ้อ้มลู
ที�มอียูม่าวเิคราะหแ์ลว้ดง้ความรูห้รอ่สิ�งสำาคญัออกมาเพื่่�อใชใ้น
การวิเคราะห์ หร่อทำานายสิ�งต่าง ๆ ที�จัะเกิดขึ้้�นซึ้้�งการค้นหา
ความรูแ้ละความจัรงิที�แฝุ่งอยูใ่นขึ้อ้มลู (knowledge discovery) 
เปน็กระบวนการขุึ้ดค้นสิ�งที�นา่สนใจัในกองข้ึ้อมลูที�มอียู ่เพื่่�อให้
ได้สารสนเทศที�มีประโยชน์ (useful Information) ที�เรายังไม่
ทราบ (unknown data) โดยเป็นสารสนเทศที�มีเหตุผล (valid 
information) และสามารถุนำาไปใช้ได้ (actionable) ซึ้้�งเป็น 
สิ�งสำาคัญที�จัะช่วยการตัดสินใจัในการทำาเหม่องขึ้้อมูลเป็น 

กระบวนการที�สำาคัญในการค้นหาความรู้จัากฐานขึ้้อมูล 
ขึ้นาดใหญ ่ซึ้้�งมีนกัวจิัยัหลายคนได้นำากระบวนการทำาเมอ่งข้ึ้อมลู
มาประยกุตใ์ชใ้นการพื่ยากรณ์ในดา้นตา่ง ๆ  อาทิ อกุฤษฏ ์ศรสีขุึ้ 
และจัารี ทองคำา (2564) ทำาการการเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ 
ขึ้องเทคนิคเหม่องขึ้้อมูล สำาหรับพื่ยากรณ์การเกิดโรค ซึ้้�ง
รวบรวมมาจัากฐานขึ้้อมูล UCI จัำานวนทั�งหมด 3 ชุดขึ้้อมูล 
โดยนำาเอาเทคนิคการเรียนรู้ขึ้องเคร่�อง (machine learning) 
มาใช้กับการทำาเหม่องขึ้้อมูล 5 เทคนิค ได้แก่ Decision Tree 
C4.5, Naïve Bayes, Neural Networks, Random Forest, 
Deep Learning มาทำาการสรา้งแบบจัำาลอง เพื่่�อการพื่ยากรณ์
การเกดิโรคมะเรง็เตา้นม โรคเบาหวาน และโรคไฮโปไทรอยด์ 
จัากการทดลองพื่บวา่ เทคนคิ Decision Tree C4.5 เปน็เทคนคิ
ที�ดีในการสร้างแบบจัำาลองในการพื่ยากรณ์โรคไฮโปไทรอยด์  
และโรคมะเร็งเต้านม โดยให้ค่าความถูุกต้อง 99.86% และ 
75.52% ตามลำาดับ และเทคนิค Deep Learning เป็นเทคนิค
ที�ดีที�สุดในการสร้างแบบจัำาลองในการพื่ยากรณ์โรคเบาหวาน 
โดยใหค้า่ความถุกูตอ้ง 77.47% รวมถุง้งานวจิัยัขึ้อง Nemade 
& Fegade (2023) ใช้เทคนคิการเรียนรูข้ึ้องเคร่�องในการทำานาย
มะเร็งเต้านม ได้แก่ Naïve Bayes, Logistic Regression,  
ซึ้ับพื่อร์ต เวกเตอร์ แมชชีน (support vector machine),  
วิธีการเพื่่�อนบ้านใกล้ที�สุด (k-nearest neighbors), ต้นไม้ 
ตัดสินใจั (decision tree), Random forest, อดาบูสท์  
(adaboost) และเอ็กซึ้์จัีบูสท์ (XGBoost) ถุูกนำามาใช้กับชุด
ขึ้้อมูลมะเร็งเต้านม พื่บว่าต้นไม้ตัดสินใจั (decision Tree)  
ให้มีค่าความถุูกต้องสูงสุดถุ้ง 97%

 ดงันั�น งานวิจัยันี�ผูว้จิัยัมีแนวคิดในการนำาเอาเทคนิค
การทำาเหม่องขึ้้อมูลต้นไม้ต้นสินใจั (decision tree) มาใช้ใน
การจัำาแนกการเป็นโรคมะเร็งเต้านม ซึ้้�งเป็นโรคที�ยังไม่ทราบ
สาเหตุที�แน่ชัด และเป็นกันมากทั�วโลกรวมถุ้งในประเทศไทย  
งานวิจััยนี�จัะเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้
ตัดสินใจัในการจัำาแนกการเป็นโรคมะเร็งเต้านม โดยใช้ 
อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest 
เพื่่�อหาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิดโรคมะเร็งเต้านม โดยการแบ่ง
กลุ่มขึ้้อมูลเป็นชุดการเรียนรู้ (training data) และชุดขึ้้อมูล
ทดสอบ (testing data) และวัดประสิทธิภาพื่โมเดลขึ้องแบบ
จัำาลองในแง่ขึ้องค่าความถุูกต้อง (accuracy), เกณฑ์ในการ
ทำานาย AUC (area under ROC curve) และค่าความระล้ก  
(recall) ผลการวิจััยจัะสามารถุนำาไปใช้สำาหรับวางแผนการ
รกัษาหรอ่ให้คำาแนะนำาผูท้ี�มคีวามเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็ง
เต้านม และเม่�อหาแบบจัำาลอง (model) ที�มีความน่าเช่�อถุ่อได้
กส็ามารถุที�จัะนำาขึ้อ้มูลผูท้ี�เขึ้า้รับการตรวจัมะเร็งเตา้นมมาเข้ึ้า
ในแบบจัำาลองเพื่่�อจัะดวู่าผู้ที�เขึ้้ารบัการตรวจัมีโอกาสที�จัะเปน็
โรคมะเร็งเต้านมหร่อไม่ และถุ้าผู้ป่วยอยู่ในกลุ่มที�เป็นมะเร็ง
เต้านมทางแพื่ทย์จัะได้ทำาการตรวจัอย่างละเอียดมากยิ�งขึ้้�น 
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บทคดัย่อ
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั (decision tree algorithm) ในการจัำาแนก
ประเภทโรคมะเร็งเต้านม (breast cancer) และศ้กษาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิดโรคมะเร็งเต้านม ผู้วิจััยได้ใช้ขึ้้อมูลเวชระเบียนขึ้อง 
ผู้ป่วยที�มีก้อนเน่�อบริเวณเต้านมจัากคณะแพื่ทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม ระหว่างปี พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 จัากการ
ทำาความสะอาดขึ้้อมูลเหล่อขึ้้อมูลทั�งหมด 1,524 ระเบียน ซึ้้�งมีขึ้้อมูลผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม จัำานวน  
1,343 ระเบียน และข้ึ้อมูลผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม จัำานวน 181 ระเบียน จัากผลการศ้กษาพื่บว่า  
ต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest ให้ค่าความถุูกต้อง (accuracy) ค่อนขึ้้างสูง แต่ค่าเกณฑ์ในการทำานาย AUC 
(area under ROC curve) ค่อนขึ้้างตำ�า เน่�องจัากการทำานายโมเดลไม่สามารถุแยกกลุ่ม (class) ได้ดีพื่อ ซึ้้�งพื่บว่าขึ้้อมูลที�ใช้ 
ในการจัำาแนกคลาสมีจัำานวนขึ้องคลาสมากน้อยไม่เทา่กัน (class imbalance) เพื่่�อแก้ปญัหาข้ึ้อมลูไมส่มดุลในงานวิจัยันี�ใชเ้ทคนิค
การสุม่เพื่ิ�ม (oversampling) เพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนตวัอยา่งในคลาสที�นอ้ยเพื่่�อทำาใหจ้ัำานวนตวัอยา่งในทกุคลาสเทา่กนัหรอ่ใกลเ้คยีงกนั  
และวิธีสุ่มลด (undersampling) ลดตัวอย่างในคลาสที�มีจัำานวนมากลงเพื่่�อทำาให้จัำานวนตัวอย่างในทุกคลาสเท่ากันหร่อ 
ใกล้เคียงกัน พื่บว่าต้นไม้ตัดสินใจั C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพื่ธ์ไม่ต่างจัากเดิมและผลลัพื่ธ์ที�ได้ไม่ต่างกันมากนัก ส่วน Random  
forest ใหค้า่ AUC และคา่ความระลก้ (recall) ที�ดขีึ้้�นเม่�อเปรยีบเทยีบกบัตน้ไมต้ดัสนิใจั C4.5 และ C5.0 ซึ้้�งสงูกวา่ประมาณ 15-20% 

ค�าส�าคญั: มะเร็งเต้านม, ต้นไม้ตัดสินใจั, ขึ้้อมูลไม่สมดุล

Abstract
This research focused on evaluating the effectiveness of the Decision Tree Algorithm in classifying breast cancer, as 
well as investigating the associated risk factors. The study employed medical record data from breast mass patients 
at Mahasarakham University’s Faculty of Medicine, spanning 2010 to 2022. The dataset, post-cleansing, comprised 
1,524 records, with 1,343 representing low-risk breast cancer patients and 181 representing high-risk cases. The 
study indicates that the Decision Tree Algorithms, specifically C4.5, C5.0, and Random Forest, had substantial  
classification accuracy. However, their area under the ROC curve (AUC) values were relatively low due to insufficient  
class separation, which stems from class imbalance. This issue was addressed by employing oversampling to  
augment the minority class instances and undersampling to reduce the majority class instances. The outcomes  
revealed that both C4.5 and C5.0 Decision Trees yielded comparable results, while Random Forest demonstrated  
a superior AUC and recall, approximately 15-20% higher than C4.5 and C5.0.

Keywords: Breast cancer, decision tree, class-imbalance
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บทน�า
มะเรง็ คอ่ กลุม่ขึ้องโรคที�เกดิเน่�องจัากเซึ้ลลข์ึ้องรา่งกายมคีวาม
ผิดปกติ ที� DNA หร่อสารพื่ันธุกรรม ส่งผลให้เซึ้ลล์มีการเจัริญ
เติบโตมีการแบ่งตัวเพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนเซึ้ลล์รวดเร็วและมากกว่า
ปกติ ดังนั�น จั้งอาจัทำาให้เกิดก้อนเน่�อผิดปกติ และในที�สุดก็
จัะทำาให้เกิดการตายขึ้องเซึ้ลล์ในก้อนเน่�อนั�น เน่�องจัากขึ้าด
เล่อดไปเลี�ยงถุ้าเซึ้ลล์พื่วกนี�เกิดอยู่ในอวัยวะใดก็จัะเรียกช่�อ  
“มะเร็ง” ตามอวัยวะนั�น เช่น มะเร็งปอด, มะเร็งสมอง, มะเร็ง
เต้านม, มะเร็งปากมดลูก, มะเร็งเม็ดเล่อดขึ้าว และมะเร็ง
ผิวหนัง เป็นต้น (สถุาบันมะเร็งแห่งชาติ, 2563) “มะเร็ง 
เตา้นม” เป็นมะเรง็ที�พื่บมากที�สดุเป็นอันดับ 1 ขึ้องผู้หญงิไทย  
และเป็นสาเหตุขึ้องการเสียชีวิตอันดับต้น ๆ ในผู้หญิงทั�วโลก  
แนวโน้มคนไทยป่วยเป็นโรคมะเร็งสูงขึ้้�นทุกปีแต่ยังพื่บ 
น้อยกว่าประเทศทางตะวันตกมาก โดยผู้หญิงไทยมีอัตรา 
การพื่บมะเร็งประมาณ 40 คน ในสตรีวัยเจัริญพื่ันธุ์ 100,000 
คน ซึ้้�งถุา้เทยีบกบัประเทศตะวันตกพื่บมะเร็งเต้านมได้มากกวา่ 
100 คน ในสตรีวัยเจัริญพื่ันธุ์ 100,000 คน ส่วนในผู้ชายก็พื่บ
มะเร็งเต้านมได้เช่นกันแต่ไม่บ่อยนัก โดยมีอุบัติการณ์ขึ้อง 
โรคนี�น้อยกว่าผู้หญิงเก่อบ 100 เท่า 

 สถุานการณ์ขึ้องโรคมะเร็งในภาพื่รวมขึ้องประเทศไทย
 จัากสถุิติพื่บว่าโรคมะเร็งเป็นสาเหตุการเสียชีวิตอันดับ 1 คิด
เป็นร้อยละ 16 ขึ้องต้นเหตุการเสียชีวิตทั�งหมดสูงกว่าอันตรา
การเสยีชวีติจัากอบุตัเิหต ุและโรคหวัใจัเฉลี�ย 2 ถุง้ 3 เทา่ หรอ่
มีผู้เสียชีวิตจัากโรคมะเร็งเฉลี�ย 8 รายต่อชั�วโมง ปัจัจัุบันโรค
มะเร็งถุ่อเป็นปัญหาสาธารณสุขึ้ที�สำาคัญขึ้องประเทศไทยและ 
มแีนวโน้มอัตราการเกิดโรคสงูขึ้้�นอยา่งตอ่เน่�อง จัากสถุติพิื่บวา่
มีผู้ป่วยโรคมะเร็งรายใหม่ 139,206 คนต่อปี และในจัำานวนนี� 
มีผู้เสียชีวิต 84,073 คนต่อปี สำาหรับ 5 อันดับแรกขึ้องมะเร็งที�
พื่บบ่อยที�สุด ได้แก่ 1. มะเร็งตับและท่อนำ�าดี 2. มะเร็งเต้านม  
3. มะเรง็ปอด 4. มะเรง็ลำาไสใ้หญแ่ละทวารหนกั และ 5. มะเรง็
ปากมดลูก (ณัฏฐพื่ร นันทิวัฒนา, 2563)

 การทำาเหม่องขึ้้อมูล (data mining) ค่อ การส่บค้น
ความรู้ที�เป็นประโยชน์และน่าสนใจับนฐานขึ้้อมูลขึ้นาดใหญ่  
(knowledge discovery from very large databases: KDD)  
(สายชล สนิสมบรูณท์อง, 2560) หรอ่ที�เรยีกกันวา่การทำาเหมอ่ง
ขึ้อ้มลู เปน็วธิกีารที�ใชจ้ัดัการกบัขึ้อ้มลูขึ้นาดใหญโ่ดยจัะนำาขึ้อ้มลู
ที�มอียูม่าวเิคราะหแ์ลว้ดง้ความรูห้รอ่สิ�งสำาคัญออกมาเพื่่�อใชใ้น
การวิเคราะห์ หร่อทำานายสิ�งต่าง ๆ ที�จัะเกิดขึ้้�นซึ้้�งการค้นหา
ความรูแ้ละความจัรงิที�แฝุ่งอยูใ่นขึ้อ้มลู (knowledge discovery) 
เปน็กระบวนการขุึ้ดค้นสิ�งที�นา่สนใจัในกองข้ึ้อมลูที�มอียู ่เพื่่�อให้
ได้สารสนเทศที�มีประโยชน์ (useful Information) ที�เรายังไม่
ทราบ (unknown data) โดยเป็นสารสนเทศที�มีเหตุผล (valid 
information) และสามารถุนำาไปใช้ได้ (actionable) ซึ้้�งเป็น 
สิ�งสำาคัญที�จัะช่วยการตัดสินใจัในการทำาเหม่องขึ้้อมูลเป็น 

กระบวนการที�สำาคัญในการค้นหาความรู้จัากฐานขึ้้อมูล 
ขึ้นาดใหญ ่ซึ้้�งมีนกัวจิัยัหลายคนได้นำากระบวนการทำาเมอ่งข้ึ้อมลู
มาประยกุตใ์ชใ้นการพื่ยากรณ์ในดา้นตา่ง ๆ  อาทิ อกุฤษฏ ์ศรสีขุึ้ 
และจัารี ทองคำา (2564) ทำาการการเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ 
ขึ้องเทคนิคเหม่องขึ้้อมูล สำาหรับพื่ยากรณ์การเกิดโรค ซึ้้�ง
รวบรวมมาจัากฐานขึ้้อมูล UCI จัำานวนทั�งหมด 3 ชุดขึ้้อมูล 
โดยนำาเอาเทคนิคการเรียนรู้ขึ้องเคร่�อง (machine learning) 
มาใช้กับการทำาเหม่องขึ้้อมูล 5 เทคนิค ได้แก่ Decision Tree 
C4.5, Naïve Bayes, Neural Networks, Random Forest, 
Deep Learning มาทำาการสรา้งแบบจัำาลอง เพื่่�อการพื่ยากรณ์
การเกดิโรคมะเรง็เตา้นม โรคเบาหวาน และโรคไฮโปไทรอยด์ 
จัากการทดลองพื่บวา่ เทคนคิ Decision Tree C4.5 เปน็เทคนคิ
ที�ดีในการสร้างแบบจัำาลองในการพื่ยากรณ์โรคไฮโปไทรอยด์  
และโรคมะเร็งเต้านม โดยให้ค่าความถูุกต้อง 99.86% และ 
75.52% ตามลำาดับ และเทคนิค Deep Learning เป็นเทคนิค
ที�ดีที�สุดในการสร้างแบบจัำาลองในการพื่ยากรณ์โรคเบาหวาน 
โดยใหค้า่ความถุกูตอ้ง 77.47% รวมถุง้งานวจิัยัขึ้อง Nemade 
& Fegade (2023) ใช้เทคนคิการเรียนรูข้ึ้องเคร่�องในการทำานาย
มะเร็งเต้านม ได้แก่ Naïve Bayes, Logistic Regression,  
ซึ้ับพื่อร์ต เวกเตอร์ แมชชีน (support vector machine),  
วิธีการเพื่่�อนบ้านใกล้ที�สุด (k-nearest neighbors), ต้นไม้ 
ตัดสินใจั (decision tree), Random forest, อดาบูสท์  
(adaboost) และเอ็กซึ้์จัีบูสท์ (XGBoost) ถุูกนำามาใช้กับชุด
ขึ้้อมูลมะเร็งเต้านม พื่บว่าต้นไม้ตัดสินใจั (decision Tree)  
ให้มีค่าความถุูกต้องสูงสุดถุ้ง 97%

 ดงันั�น งานวิจัยันี�ผูว้จิัยัมีแนวคิดในการนำาเอาเทคนิค
การทำาเหม่องขึ้้อมูลต้นไม้ต้นสินใจั (decision tree) มาใช้ใน
การจัำาแนกการเป็นโรคมะเร็งเต้านม ซึ้้�งเป็นโรคที�ยังไม่ทราบ
สาเหตุที�แน่ชัด และเป็นกันมากทั�วโลกรวมถุ้งในประเทศไทย  
งานวิจััยนี�จัะเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้
ตัดสินใจัในการจัำาแนกการเป็นโรคมะเร็งเต้านม โดยใช้ 
อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest 
เพื่่�อหาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิดโรคมะเร็งเต้านม โดยการแบ่ง
กลุ่มขึ้้อมูลเป็นชุดการเรียนรู้ (training data) และชุดขึ้้อมูล
ทดสอบ (testing data) และวัดประสิทธิภาพื่โมเดลขึ้องแบบ
จัำาลองในแง่ขึ้องค่าความถุูกต้อง (accuracy), เกณฑ์ในการ
ทำานาย AUC (area under ROC curve) และค่าความระล้ก  
(recall) ผลการวิจััยจัะสามารถุนำาไปใช้สำาหรับวางแผนการ
รกัษาหรอ่ให้คำาแนะนำาผูท้ี�มคีวามเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็ง
เต้านม และเม่�อหาแบบจัำาลอง (model) ที�มีความน่าเช่�อถุ่อได้
กส็ามารถุที�จัะนำาขึ้อ้มูลผูท้ี�เขึ้า้รับการตรวจัมะเร็งเตา้นมมาเข้ึ้า
ในแบบจัำาลองเพื่่�อจัะดวู่าผู้ที�เขึ้้ารบัการตรวจัมีโอกาสที�จัะเปน็
โรคมะเร็งเต้านมหร่อไม่ และถุ้าผู้ป่วยอยู่ในกลุ่มที�เป็นมะเร็ง
เต้านมทางแพื่ทย์จัะได้ทำาการตรวจัอย่างละเอียดมากยิ�งขึ้้�น 
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บทคดัย่อ
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั (decision tree algorithm) ในการจัำาแนก
ประเภทโรคมะเร็งเต้านม (breast cancer) และศ้กษาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิดโรคมะเร็งเต้านม ผู้วิจััยได้ใช้ขึ้้อมูลเวชระเบียนขึ้อง 
ผู้ป่วยที�มีก้อนเน่�อบริเวณเต้านมจัากคณะแพื่ทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม ระหว่างปี พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 จัากการ
ทำาความสะอาดขึ้้อมูลเหล่อขึ้้อมูลทั�งหมด 1,524 ระเบียน ซึ้้�งมีขึ้้อมูลผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม จัำานวน  
1,343 ระเบียน และข้ึ้อมูลผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม จัำานวน 181 ระเบียน จัากผลการศ้กษาพื่บว่า  
ต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest ให้ค่าความถุูกต้อง (accuracy) ค่อนขึ้้างสูง แต่ค่าเกณฑ์ในการทำานาย AUC 
(area under ROC curve) ค่อนขึ้้างตำ�า เน่�องจัากการทำานายโมเดลไม่สามารถุแยกกลุ่ม (class) ได้ดีพื่อ ซึ้้�งพื่บว่าขึ้้อมูลที�ใช้ 
ในการจัำาแนกคลาสมีจัำานวนขึ้องคลาสมากน้อยไม่เทา่กัน (class imbalance) เพื่่�อแก้ปญัหาข้ึ้อมลูไมส่มดุลในงานวิจัยันี�ใชเ้ทคนิค
การสุม่เพื่ิ�ม (oversampling) เพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนตวัอยา่งในคลาสที�นอ้ยเพื่่�อทำาใหจ้ัำานวนตวัอยา่งในทกุคลาสเทา่กนัหรอ่ใกลเ้คยีงกนั  
และวิธีสุ่มลด (undersampling) ลดตัวอย่างในคลาสที�มีจัำานวนมากลงเพื่่�อทำาให้จัำานวนตัวอย่างในทุกคลาสเท่ากันหร่อ 
ใกล้เคียงกัน พื่บว่าต้นไม้ตัดสินใจั C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพื่ธ์ไม่ต่างจัากเดิมและผลลัพื่ธ์ที�ได้ไม่ต่างกันมากนัก ส่วน Random  
forest ใหค้า่ AUC และคา่ความระลก้ (recall) ที�ดขีึ้้�นเม่�อเปรยีบเทยีบกบัตน้ไมต้ดัสนิใจั C4.5 และ C5.0 ซึ้้�งสงูกวา่ประมาณ 15-20% 

ค�าส�าคญั: มะเร็งเต้านม, ต้นไม้ตัดสินใจั, ขึ้้อมูลไม่สมดุล

Abstract
This research focused on evaluating the effectiveness of the Decision Tree Algorithm in classifying breast cancer, as 
well as investigating the associated risk factors. The study employed medical record data from breast mass patients 
at Mahasarakham University’s Faculty of Medicine, spanning 2010 to 2022. The dataset, post-cleansing, comprised 
1,524 records, with 1,343 representing low-risk breast cancer patients and 181 representing high-risk cases. The 
study indicates that the Decision Tree Algorithms, specifically C4.5, C5.0, and Random Forest, had substantial  
classification accuracy. However, their area under the ROC curve (AUC) values were relatively low due to insufficient  
class separation, which stems from class imbalance. This issue was addressed by employing oversampling to  
augment the minority class instances and undersampling to reduce the majority class instances. The outcomes  
revealed that both C4.5 and C5.0 Decision Trees yielded comparable results, while Random Forest demonstrated  
a superior AUC and recall, approximately 15-20% higher than C4.5 and C5.0.

Keywords: Breast cancer, decision tree, class-imbalance
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ใชง้านอยา่งแพื่รห่ลายในการแกป้ญัหาที�มขีึ้อ้มลูหลายมติแิละ
ต้องการทำานายหร่อตัดสินใจัเกี�ยวกับหลายกลุ่มขึ้้อมูล (multi-
class decision-making) อย่างไรก็ตาม C5.0 มีประสิทธิภาพื่
ในการทำางานและใหผ้ลลพัื่ธท์ี�ดกีวา่ C4.5 ในบางกรณเีน่�องจัาก
ใชเ้ทคนคิการเลอ่กแบบผสมผสาน (ensemble selection) และ
คำานวณค่าย่อย (subset) ขึ้องกฎที�เป็นไปได้ให้มากขึ้้�น

  3. วิธี Random forest

  วิธี Random forest เป็นเทคนิคในการสร้าง
แบบจัำาลองทำานาย (predictive model) ที�มาจัากเทคนิคขึ้อง 
ensemble learning โดยใช้หลาย ๆ  ต้นไม้ตัดสินใจั (decision 
trees) แล้วรวมผลลัพื่ธ์ขึ้องทุกต้นไม้เพื่่�อทำานายผลลัพื่ธ์ที� 
ถุูกต้องและเสถุียรขึ้้�น โดย Random forest เป็นวิธีที�ดีในการ 
แกป้ญัหาการเรยีนรูม้ากเกนิไป (overfitting) และมคีวามแมน่ยำา
สูงกว่าต้นไม้ตัดสินใจัแบบเดียวเม่�อใช้กับขึ้้อมูลที�ซึ้ับซึ้้อน 
และมีความหลากหลาย

 2.2 การแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุล (solving the  
imbalanced data)

  1. วิธีสุ่มเกิน (oversampling) เป็นการเพื่ิ�ม
จัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อยให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อ
เท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก ซึ้้�งการเพื่ิ�มขึ้้อมูล
นั�นจัะเพื่ิ�มโดยการสุ่มเล่อกจัากขึ้้อมูลเดิม ในการวิจััยครั�งนี� 
จัะใช้วิธีการสุ่มแบบเป็นระบบ 30% และ 35% โดยผลการ 
เพื่ิ�มจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อยให้มีจัำานวนใกล้เคียง
หร่อเท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก 

  2. วธิสีุม่ลด (undersampling) เปน็การลดจัำานวน
ขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อเท่ากับ
จัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อย ในการวิจััยครั�งนี�จัะใช้วิธี
การสุ่มแบบเป็นระบบโดยทำาการสุ่มเพื่ิ�ม 50% และทำาการ
สุ่มลด 20% ซึ้้�งผลการลดจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก 
ให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อเท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่ม 
ส่วนน้อย 

  ในงานนี�ผู้วิจััยได้ทำาการแบ่งชุดขึ้้อมูลออกเป็น
สองส่วน โดยใช้ 75% ขึ้องขึ้้อมูลเพื่่�อเป็นชุดขึ้้อมูลการฝุ่ึก 
(training set) และ 25% ขึ้องขึ้้อมูลเพื่่�อเป็นชุดขึ้้อมูลทดสอบ 
(test set)

 3. เกณฑ์ใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นย�า 
 3.1 เกณฑ์การวัดด้วยค่าความถุูกต้อง

 ในการทดสอบประสิทธิภาพื่ความแม่นยำา โดยใช้
เกณฑใ์นการวัดดว้ยค่าความถุกูตอ้ง โดยคำานวณจัากคา่ในแนว 
เสน้ทแยงมุมขึ้องเมทรกิซึ้ค์วามสบัสน (confusion matrix: CM)

Table 2 Confusion Matrix 2 x 2

 สามารถุคำานวณได้โดยสูตร ดังนี�

 (1)

 โดยที� 

 ค่าความถุูกต้อง (accuracy) ค่อ ค่าอยู่ระหว่าง 0 - 1 
เม่�อค่าเขึ้้าใกล้ 1 นั�นค่อตัวแบบสามารถุจัำาแนกประเภทได้ 
ดีมาก

 TP ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้า
นม และทำานายวา่ เป็นผูท้ี�มคีวามเสี�ยงสงูในการเป็นโรคมะเรง็
เต้านม (true positive)

 FN ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม แต่ทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (false negative)

 TN ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม และทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (true negative)

 FP ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม แต่ทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (false positive)

 3.2 เกณฑ์ในการทำานาย Area Under the Curve 
(AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพื่ขึ้องโมเดลทำานาย (predictive 
model) ในงานการจัำาแนกประเภท (classification) AUC จัะ
วัดพื่่�นที�ใต้เส้น Curve ที�เกิดจัากการพื่ล็อต ROC (receiver 
operating characteristic) ซึ้้�งเป็นกราฟที�แสดงความสัมพื่ันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ขึ้องโมเดล ซึ้้�ง ROC Curve 
เป็นกราฟที�แสดงความสามารถุขึ้องโมเดลในการแยกแยะ  
(discriminate) ระหว่างคลาสบวก (positive class) และ 
คลาสลบ (negative class) 

 โดยที�

 ค่าความไว (sensitivity) ค่อ ค่าขึ้องความถุูกต้องใน
การพื่ยากรณ์ขึ้องคลาสที�เกดิโรคต่อจัำานวนทั�งหมดในกลุม่ขึ้อง
คลาสที�พื่ยากรณ์วา่เกิดโรค หรอ่เรียกอกีอยา่งวา่ True Positive 
Rate (TPR)

(2)

ค่าความไว (sensitivity) คอื ค่าของ
ความถูกตอ้งในการพยากรณ์ของคลาสทีเ่กดิ
โรคต่อจ านวนทัง้หมดในกลุ่มของคลาสที่
พยากรณ์ว่าเกิดโรค หรือเรียกอีกอย่างว่า 
True Positive Rate (TPR) 

 
  TPSensitivity

TP FN
=

+
             (2) 

 
ค่าความจ าเพาะ (specificity) คือ 

ค่าความถูกต้องในการพยากรณ์ของคลาสที่
ไม่เกดิโรคต่อจ านวนทัง้หมดทีไ่ม่เกดิโรคจรงิ  

 
TNSpecificity

TN FP
=

+
           

(3) 
 
False Positive Rate (FPR) หรือ

ค่า 1-Specif ici ty หมายถึงอัตราส่วนของ 
False Positives ต่อทั้งหมดท่ีเป็น Actual 
Negatives 

FPFPR
FP TN

=
+

       (4) 

 
สามารถสรุปไดด้งัเกณฑต์่อไปนี้  

  คอื ตวัแบบมี
ประสทิธภิาพต ่า 

  คือ เกณฑ์มาตรฐาน
ส าหรบัตวัแบบส่วนใหญ่  

  คอื ตวัแบบท างานไดด้ ี
  คอื ตวัแบบท างานไดด้มีาก 

 
3.3 ค่าความระลึก (recall) คือความน่าจะ

เป็นท่ีโมเดลสามารถตรวจจบัผู้ที่มคีวามเสี่ยงสูงในการ
เป็นโรคมะเรง็เต้านมจากจ านวน ผูท้ีม่คีวามเสีย่งสูงใน
การเป็นโรคมะเรง็เตา้นมทั้งหมดในขอ้มูล 

 
Re TPcall

TP FN
=

+
                (5) 

 
ผลการวิจยั 

ข้อมูลที่ใช้ในการวิจัยคือ ข้อมูลจากเวช
ระ เบียนของผู้ ป่ วยที่มีก้ อน เนื้ อบริ เ วณเต้ านม          
จากคณะแพทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง พ.ศ. 2565 เมื่อแบ่งขอ้มูล
ออกเป็นชุดฝึก (training set) และชุดทดสอบ (test 
set) โมเดลจะถูกฝึกอย่างต่อเนื่องในชุดฝึกและน าไป
ทดสอบบนชุดทดสอบเพื่อวดัประสทิธภิาพ แต่ถา้ความ
แตกต่างในชุดฝึกและชุดทดสอบมีความแตกต่างกนั
มาก ๆ อาจท าใหโ้มเดลมปีระสทิธภิาพในการท านายที่
แตกต่างกนั ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลที่แตกต่างกนั
เนื่องจากความแตกต่างในข้อมูลที่ใช้ในการทดสอบ
และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 

 
Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree 

algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25% 
for testing. 

Implement Accuracy AUC Recall 
C4.5 0.8770 0.5463 0.0208 
C5.0 0.8976 0.5000 0.0000 
Random forest 0.8635 0.5271 0.0208 
Oversampling 30% + C4.5 0.7203 0.6468 0.1719 
Oversampling 30% + C5.0 0.6970 0.5391 0.0151 
Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721 
Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452 
Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807 

ตัดสินใจ (decision trees) แล้วรวมผลลัพธ์ของทุก
ต้นไม้เพื่อท านายผลลพัธ์ทีถู่กต้องและเสถียรขึน้ โดย 
Random forest เป็นวธิทีีด่ใีนการแก้ปัญหาการเรยีนรู้
มากเกินไป (overfitting) และมีความแม่นย าสูงกว่า
ต้นไมต้ดัสนิใจแบบเดยีวเมื่อใชก้บัขอ้มลูทีซ่บัซ้อนและ
มคีวามหลากหลาย 

2.2 การแก้ปัญหาข้อมูลไม่สมดลุ (solving 
the imbalanced data) 

1. วิธีสุ่มเกิน (oversampling) เป็นการเพิม่
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อยใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก ซึ่งการ
เพิ่มข้อมูลนัน้จะเพิ่มโดยการสุ่มเลือกจากข้อมูลเดิม   
ในการวิจยัครัง้นี้จะใช้วิธกีารสุ่มแบบเป็นระบบ 30% 
และ 35% โดยผลการเพิม่จ านวนข้อมูลที่อยู่ในกลุ่ม
ส่วนน้อยใหม้จี านวนใกล้เคยีงหรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มลู
ทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก  

2. วิธีสุ่มลด (undersampling) เป็นการลด
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมากใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย ในการ
วจิยัครัง้นี้จะใชว้ธิกีารสุ่มแบบเป็นระบบโดยท าการสุ่ม
เพิม่ 50% และท าการสุ่มลด 20% ซึง่ผลการลดจ านวน
ข้อมูลที่อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มจี านวนใกล้เคียงหรอื
เท่ากบัจ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย  
 
 
 ในงานนี้ ผู้ วิจ ัย ได้ท าการแบ่ งชุดข้อมูล
ออกเป็นสองส่วน โดยใช้ 75% ของขอ้มูลเพื่อเป็นชุด
ขอ้มูลการฝึก (training set) และ 25% ของขอ้มูลเพื่อ
เป็นชุดขอ้มลูทดสอบ (test set) 

 
3. เกณฑใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นยาํ     

3.1 เกณฑก์ารวดัด้วยค่าความถกูต้อง 
ในการทดสอบประสิทธิภาพความแม่นย า โดยใช้
เกณฑ์ในการวดัดว้ยค่าความถูกต้อง โดยค านวณจาก
ค่าในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความสับสน 
(confusion matrix: CM) 

 
 
 
 

Table 2 Confusion Matrix 2 x 2 

 
 
สามารถค านวณไดโ้ดยสตูร ดงันี้ 

 
 TP TNAccuracy

TP TN FP FN
+=

+ + +
           (1) 

 
โดยที ่ค่าความถูกตอ้ง (accuracy) คอื ค่าอยู่

ระหว่าง 0 - 1 เมื่อค่าเขา้ใกล ้1 นัน่คอืตวัแบบสามารถ
จ าแนกประเภทไดด้มีาก 

TP  คือ ผู้ที่มีความเสี่ยงสูง ในการเป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true positive) 

FN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย ง สู ง ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false negative) 

TN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true negative) 

FP  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false positive) 

 
3.2 เกณฑ์ในการทาํนาย Area Under the 

Curve (AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพของโมเดล
ท านาย (predictive model) ในงานการจ าแนกประเภท 
(classification) AUC จะวดัพืน้ทีใ่ต้เสน้ Curve ทีเ่กิด
จ ากกา รพล็ อต  ROC  ( r e c e i v e r  o p e r a t i n g 
characteristic) ซึ่งเป็นกราฟที่แสดงความสัมพันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ของโมเดล ซึ่ง 
ROC Curve เป็นกราฟที่แสดงความสามารถของ
โมเดลในการแยกแยะ (discriminate) ระหว่างคลาส
บวก (positive class) และคลาสลบ (negative class)  

โดยที ่

ตัดสินใจ (decision trees) แล้วรวมผลลัพธ์ของทุก
ต้นไม้เพื่อท านายผลลพัธ์ทีถู่กต้องและเสถียรขึน้ โดย 
Random forest เป็นวธิทีีด่ใีนการแก้ปัญหาการเรยีนรู้
มากเกินไป (overfitting) และมีความแม่นย าสูงกว่า
ต้นไมต้ดัสนิใจแบบเดยีวเมื่อใชก้บัขอ้มลูทีซ่บัซ้อนและ
มคีวามหลากหลาย 

2.2 การแก้ปัญหาข้อมูลไม่สมดลุ (solving 
the imbalanced data) 

1. วิธีสุ่มเกิน (oversampling) เป็นการเพิม่
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อยใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก ซึ่งการ
เพิ่มข้อมูลนัน้จะเพิ่มโดยการสุ่มเลือกจากข้อมูลเดิม   
ในการวิจยัครัง้นี้จะใช้วิธกีารสุ่มแบบเป็นระบบ 30% 
และ 35% โดยผลการเพิ่มจ านวนข้อมูลที่อยู่ในกลุ่ม
ส่วนน้อยใหม้จี านวนใกล้เคยีงหรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มลู
ทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก  

2. วิธีสุ่มลด (undersampling) เป็นการลด
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมากใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย ในการ
วจิยัครัง้นี้จะใชว้ธิกีารสุ่มแบบเป็นระบบโดยท าการสุ่ม
เพิม่ 50% และท าการสุ่มลด 20% ซึง่ผลการลดจ านวน
ข้อมูลที่อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มจี านวนใกล้เคียงหรอื
เท่ากบัจ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย  
 
 
 ในงาน น้ีผู้วิจ ัย ได้ท าการแ บ่งชุดข้อมูล
ออกเป็นสองส่วน โดยใช้ 75% ของขอ้มูลเพื่อเป็นชุด
ขอ้มูลการฝึก (training set) และ 25% ของขอ้มูลเพื่อ
เป็นชุดขอ้มลูทดสอบ (test set) 

 
3. เกณฑใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นยาํ     

3.1 เกณฑก์ารวดัด้วยค่าความถกูต้อง 
ในการทดสอบประสิทธิภาพความแม่นย า โดยใช้
เกณฑ์ในการวดัดว้ยค่าความถูกต้อง โดยค านวณจาก
ค่าในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความสับสน 
(confusion matrix: CM) 

 
 
 
 

Table 2 Confusion Matrix 2 x 2 

 
 
สามารถค านวณไดโ้ดยสตูร ดงันี้ 

 
 TP TNAccuracy

TP TN FP FN
+=

+ + +
           (1) 

 
โดยที ่ค่าความถูกตอ้ง (accuracy) คอื ค่าอยู่

ระหว่าง 0 - 1 เมื่อค่าเขา้ใกล ้1 นัน่คอืตวัแบบสามารถ
จ าแนกประเภทไดด้มีาก 

TP  คือ ผู้ที่มีความเสี่ยงสูง ในการเป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true positive) 

FN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย ง สู ง ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false negative) 

TN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true negative) 

FP  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false positive) 

 
3.2 เกณฑ์ในการทาํนาย Area Under the 

Curve (AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพของโมเดล
ท านาย (predictive model) ในงานการจ าแนกประเภท 
(classification) AUC จะวดัพืน้ทีใ่ต้เสน้ Curve ทีเ่กิด
จ ากกา รพล็ อต  ROC  ( r e c e i v e r  o p e r a t i n g 
characteristic) ซึ่งเป็นกราฟที่แสดงความสัมพันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ของโมเดล ซึ่ง 
ROC Curve เป็นกราฟที่แสดงความสามารถของ
โมเดลในการแยกแยะ (discriminate) ระหว่างคลาส
บวก (positive class) และคลาสลบ (negative class)  

โดยที ่
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เพื่่�อที�จัะได้ทำาการรักษาได้ทันท่วงที อีกทั�งยังประชาสัมพื่ันธ์
ถุ้งสาธารณะชนเพื่่�อให้ความรู้เกี�ยวกับโรคมะเร็งเต้านม และ
บุคคลที�มีปัจัจััยเสี�ยงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านมให้เขึ้้ารับ 
การตรวจัโดยแพื่ทย์ผู้เชี�ยวชาญได้อย่างทันการ 

วิธีด�าเนินการวิจยั
 การวจิัยัเร่�องการเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพื่อลักอรทิม้
ต้นไม้ตัดสินใจัในการจัำาแนกโรคมะเร็งเต้านม มีวัตถุุประสงค์
เพื่่�อเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั  
(decision tree algorithm) ในการจัำาแนกประเภทโรคมะเร็ง
เต้านม (breast cancer) และศ้กษาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิด 
โรคมะเร็งเต้านม (breast cancer)

 1. วิธีการเกบ็รวบรวมข้อมลู
 การเก็บรวบรวมขึ้้อมูลทำาโดยการสังเคราะห์ขึ้้อมูล
จัากเวชระเบียนขึ้องผู้ป่วยที�มีก้อนเน่�อบริเวณเต้านม จัาก 
คณะแพื่ทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม ระหว่างปี  
พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 มีตัวแปรอิสระ (independent  
variable) ทั�งหมด 10 ตัวแปร โดยเป็นตัวแปรเชิงคุณภาพื่ 
ทั�งหมดดัง Table 1 พื่บว่าขึ้้อมูลทั�งหมดมีค่าที�ขึ้าดหายไป 
(missing value) 1.60 % จั้งตอ้งทำาการลบขึ้อ้มลูที�ขึ้าดหายไป

ออกจัากขึ้้อมูลทั�งหมด ซึ้้�งจัะทำาให้เหล่อขึ้้อมูลทั�งหมด 1,524 
ระเบียน โดยผูวิ้จัยัได้ทำาการแปลงข้ึ้อมลูอายแุละดัชนมีวลกาย 
จัากตัวแปรเชิงปริมาณเป็นตัวแปรเชิงคุณภาพื่ เน่�องจัาก 
ลดความซัึ้บซึ้้อนขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจัทำาให้โมเดล
ง่ายต่อการทำานาย และลดโอกาสเกิดการเรียนรู้มากเกินไป  
(overfitting) รวมทั�งช่วยในการดูแนวโน้มขึ้องขึ้้อมูลได ้
ง่ายขึ้้�น

 ตัวแปรตาม (dependent variable) ค่อ ผู้ป่วยที�มี
ความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม และผู้ป่วยที�มีความ
เสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม

 ผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม 
(88.12%) หมายถุ้ง ผู้ที�เขึ้้ารับการตรวจัแมมโมแกรมโดยมีค่า  
BIRADs Score คิดจัากลักษณะรูปภาพื่ที�เห็นซึ้้�งอยู่ในระดับ
คะแนน 0-3 (negative class)

 ผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม 
(11.88%) หมายถุ้ง ผู้ที�เขึ้้ารับการตรวจัแมมโมแกรมโดยมีค่า  
BIRADs Score คิดจัากลักษณะรูปภาพื่ที�เห็นซึ้้�งอยู่ในระดับ
คะแนน 4-6 (positive class)

Table 1 Independent Variable

ตวัแปร กลุ่มตวัแปร (สดัส่วนข้อมลู)

1. เพื่ศ (sex) ชาย (0.79%), หญิง (99.21%)

2. อายุ (age)
อายุ 20-32 ปี (50.20%), อายุ 33-45 ปี (25.39%), 
อายุ 46-58 ปี (21.00%), อายุ 59-71 ปี (1.97%), 
อายุุ 72-84 ปีี (1.25%), อายุ 85-97 ปี (0.20%)

3. ดัชนีมวลกาย (body mass index: BMI) <18.5 (3.54%), 18.5-22.9 (39.44%), 23.0-24.9 (20.28%), 25.0-29.9 (28.41%), ≥30 (8.33%)

4. สูบบุหรี� (smoking) สูบ (0.46%), ไม่สูบ (91.21%), ไม่ทราบ (8.33%)

5. ด่�มสุรา (binge) ด่�ม (1.05%), ไม่ด่�ม (90.68%), ไม่ทราบ (8.27%)

6. อาการที�นำามาพื่บแพื่ทย์ (chief complaint) มีอาการ (30.97%), ไม่มีอาการ (10.37%), มาตามนัด (58.66%)

7. ก้อนหร่อถุุงนำ�า (mass or cyst) Yes (48.82%), No (51.18%)

8. ความสมมาตรขึ้องเต้านมสองขึ้้าง (asymmetries) Yes (72.57%), No (27.43%)

9. แคลเซึ้ียม (calcification) Yes (50.72%), No (49.28%)

10. โครงสร้างเต้านม (architectural distortion) Yes (9.78%), No (90.22%)

 2. วิธีวิเคราะหข้์อมลู 
 2.1 อัลกอริท้มที�ใช้ในการวิเคราะห์ขึ้้อมูล 

   1. อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5

  วิธีการวิเคราะห์ต้นไม้ตัดสินใจัแบบ C4.5 เป็น
วิธีที�ใช้ในการสร้างและประเมินต้นไม้การตัดสินใจั (decision 
tree) ที�พื่ัฒนาโดย Ross Quinlan ในปี 1986 ซึ้้�งเป็นวิธีที�มี
การใชค้า่ Information Gain ในการเลอ่ก attribute ในการแยก

กลุม่ขึ้อ้มลู ซึ้้�งเปน็คา่ที�บง่บอกถุง้ความสำาคญัขึ้อง attribute ใน
การลดความไม่แน่นอนขึ้องขึ้้อมูล (entropy) ในกลุ่มย่อย ๆ  ที�
สร้างขึ้้�น

   2. อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C5.0

  วิธีการวิเคราะห์ต้นไม้ตัดสินใจัแบบ C5.0 เป็น
วิธีการสร้างและประเมินต้นไม้การตัดสินใจั (decision tree) ที�
พื่ฒันาโดย Ross Quinlan ซึ้้�งเปน็ตวัอพัื่เกรดขึ้อง C4.5 ซึ้้�งนยิม
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ใชง้านอยา่งแพื่รห่ลายในการแกป้ญัหาที�มขีึ้อ้มลูหลายมติแิละ
ต้องการทำานายหร่อตัดสินใจัเกี�ยวกับหลายกลุ่มขึ้้อมูล (multi-
class decision-making) อย่างไรก็ตาม C5.0 มีประสิทธิภาพื่
ในการทำางานและใหผ้ลลพัื่ธ์ที�ดกีวา่ C4.5 ในบางกรณเีน่�องจัาก
ใชเ้ทคนคิการเลอ่กแบบผสมผสาน (ensemble selection) และ
คำานวณค่าย่อย (subset) ขึ้องกฎที�เป็นไปได้ให้มากขึ้้�น

  3. วิธี Random forest

  วิธี Random forest เป็นเทคนิคในการสร้าง
แบบจัำาลองทำานาย (predictive model) ที�มาจัากเทคนิคขึ้อง 
ensemble learning โดยใช้หลาย ๆ  ต้นไม้ตัดสินใจั (decision 
trees) แล้วรวมผลลัพื่ธ์ขึ้องทุกต้นไม้เพื่่�อทำานายผลลัพื่ธ์ที� 
ถุูกต้องและเสถุียรขึ้้�น โดย Random forest เป็นวิธีที�ดีในการ 
แกป้ญัหาการเรยีนรูม้ากเกนิไป (overfitting) และมคีวามแมน่ยำา
สูงกว่าต้นไม้ตัดสินใจัแบบเดียวเม่�อใช้กับขึ้้อมูลที�ซึ้ับซึ้้อน 
และมีความหลากหลาย

 2.2 การแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุล (solving the  
imbalanced data)

  1. วิธีสุ่มเกิน (oversampling) เป็นการเพื่ิ�ม
จัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อยให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อ
เท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก ซึ้้�งการเพื่ิ�มขึ้้อมูล
นั�นจัะเพื่ิ�มโดยการสุ่มเล่อกจัากขึ้้อมูลเดิม ในการวิจััยครั�งนี� 
จัะใช้วิธีการสุ่มแบบเป็นระบบ 30% และ 35% โดยผลการ 
เพื่ิ�มจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อยให้มีจัำานวนใกล้เคียง
หร่อเท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก 

  2. วธิสีุม่ลด (undersampling) เปน็การลดจัำานวน
ขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อเท่ากับ
จัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนน้อย ในการวิจััยครั�งนี�จัะใช้วิธี
การสุ่มแบบเป็นระบบโดยทำาการสุ่มเพื่ิ�ม 50% และทำาการ
สุ่มลด 20% ซึ้้�งผลการลดจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่มส่วนมาก 
ให้มีจัำานวนใกล้เคียงหร่อเท่ากับจัำานวนขึ้้อมูลที�อยู่ในกลุ่ม 
ส่วนน้อย 

  ในงานนี�ผู้วิจััยได้ทำาการแบ่งชุดขึ้้อมูลออกเป็น
สองส่วน โดยใช้ 75% ขึ้องขึ้้อมูลเพื่่�อเป็นชุดขึ้้อมูลการฝุ่ึก 
(training set) และ 25% ขึ้องขึ้้อมูลเพื่่�อเป็นชุดขึ้้อมูลทดสอบ 
(test set)

 3. เกณฑ์ใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นย�า 
 3.1 เกณฑ์การวัดด้วยค่าความถุูกต้อง

 ในการทดสอบประสิทธิภาพื่ความแม่นยำา โดยใช้
เกณฑใ์นการวัดดว้ยค่าความถุกูตอ้ง โดยคำานวณจัากคา่ในแนว 
เสน้ทแยงมุมขึ้องเมทรกิซึ้ค์วามสบัสน (confusion matrix: CM)

Table 2 Confusion Matrix 2 x 2

 สามารถุคำานวณได้โดยสูตร ดังนี�

 (1)

 โดยที� 

 ค่าความถุูกต้อง (accuracy) ค่อ ค่าอยู่ระหว่าง 0 - 1 
เม่�อค่าเขึ้้าใกล้ 1 นั�นค่อตัวแบบสามารถุจัำาแนกประเภทได้ 
ดีมาก

 TP ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้า
นม และทำานายวา่ เป็นผูท้ี�มคีวามเสี�ยงสงูในการเป็นโรคมะเรง็
เต้านม (true positive)

 FN ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม แต่ทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (false negative)

 TN ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม และทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (true negative)

 FP ค่อ ผู้ที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านม แต่ทำานายว่า เป็นผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็น 
โรคมะเร็งเต้านม (false positive)

 3.2 เกณฑ์ในการทำานาย Area Under the Curve 
(AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพื่ขึ้องโมเดลทำานาย (predictive 
model) ในงานการจัำาแนกประเภท (classification) AUC จัะ
วัดพื่่�นที�ใต้เส้น Curve ที�เกิดจัากการพื่ล็อต ROC (receiver 
operating characteristic) ซึ้้�งเป็นกราฟที�แสดงความสัมพื่ันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ขึ้องโมเดล ซึ้้�ง ROC Curve 
เป็นกราฟที�แสดงความสามารถุขึ้องโมเดลในการแยกแยะ  
(discriminate) ระหว่างคลาสบวก (positive class) และ 
คลาสลบ (negative class) 

 โดยที�

 ค่าความไว (sensitivity) ค่อ ค่าขึ้องความถุูกต้องใน
การพื่ยากรณ์ขึ้องคลาสที�เกดิโรคต่อจัำานวนทั�งหมดในกลุม่ขึ้อง
คลาสที�พื่ยากรณ์วา่เกิดโรค หรอ่เรียกอกีอยา่งวา่ True Positive 
Rate (TPR)

(2)

ค่าความไว (sensitivity) คอื ค่าของ
ความถูกตอ้งในการพยากรณ์ของคลาสทีเ่กดิ
โรคต่อจ านวนทัง้หมดในกลุ่มของคลาสที่
พยากรณ์ว่าเกิดโรค หรือเรียกอีกอย่างว่า 
True Positive Rate (TPR) 

 
  TPSensitivity

TP FN
=

+
             (2) 

 
ค่าความจ าเพาะ (specificity) คือ 

ค่าความถูกต้องในการพยากรณ์ของคลาสที่
ไม่เกดิโรคต่อจ านวนทัง้หมดทีไ่ม่เกดิโรคจรงิ  

 
TNSpecificity

TN FP
=

+
           

(3) 
 
False Positive Rate (FPR) หรือ

ค่า 1-Specif ici ty หมายถึงอัตราส่วนของ 
False Positives ต่อทั้งหมดท่ีเป็น Actual 
Negatives 

FPFPR
FP TN

=
+

       (4) 

 
สามารถสรุปไดด้งัเกณฑต์่อไปนี้  

  คอื ตวัแบบมี
ประสทิธภิาพต ่า 

  คือ เกณฑ์มาตรฐาน
ส าหรบัตวัแบบส่วนใหญ่  

  คอื ตวัแบบท างานไดด้ ี
  คอื ตวัแบบท างานไดด้มีาก 

 
3.3 ค่าความระลึก (recall) คือความน่าจะ

เป็นท่ีโมเดลสามารถตรวจจบัผู้ที่มคีวามเสี่ยงสูงในการ
เป็นโรคมะเรง็เต้านมจากจ านวน ผูท้ีม่คีวามเสีย่งสูงใน
การเป็นโรคมะเรง็เตา้นมทั้งหมดในขอ้มูล 

 
Re TPcall

TP FN
=

+
                (5) 

 
ผลการวิจยั 

ข้อมูลที่ใช้ในการวิจัยคือ ข้อมูลจากเวช
ระ เบียนของผู้ ป่ วยที่มีก้ อน เนื้ อบริ เ วณเต้ านม          
จากคณะแพทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง พ.ศ. 2565 เมื่อแบ่งขอ้มูล
ออกเป็นชุดฝึก (training set) และชุดทดสอบ (test 
set) โมเดลจะถูกฝึกอย่างต่อเนื่องในชุดฝึกและน าไป
ทดสอบบนชุดทดสอบเพื่อวดัประสทิธภิาพ แต่ถา้ความ
แตกต่างในชุดฝึกและชุดทดสอบมีความแตกต่างกนั
มาก ๆ อาจท าใหโ้มเดลมปีระสทิธภิาพในการท านายที่
แตกต่างกนั ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลที่แตกต่างกนั
เน่ืองจากความแตกต่างในข้อมูลที่ใช้ในการทดสอบ
และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 

 
Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree 

algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25% 
for testing. 

Implement Accuracy AUC Recall 
C4.5 0.8770 0.5463 0.0208 
C5.0 0.8976 0.5000 0.0000 
Random forest 0.8635 0.5271 0.0208 
Oversampling 30% + C4.5 0.7203 0.6468 0.1719 
Oversampling 30% + C5.0 0.6970 0.5391 0.0151 
Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721 
Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452 
Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807 

ตัดสินใจ (decision trees) แล้วรวมผลลัพธ์ของทุก
ต้นไม้เพื่อท านายผลลพัธ์ทีถู่กต้องและเสถียรขึน้ โดย 
Random forest เป็นวธิทีีด่ใีนการแก้ปัญหาการเรยีนรู้
มากเกินไป (overfitting) และมีความแม่นย าสูงกว่า
ต้นไมต้ดัสนิใจแบบเดยีวเมื่อใชก้บัขอ้มลูทีซ่บัซ้อนและ
มคีวามหลากหลาย 

2.2 การแก้ปัญหาข้อมูลไม่สมดลุ (solving 
the imbalanced data) 

1. วิธีสุ่มเกิน (oversampling) เป็นการเพิม่
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อยใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก ซึ่งการ
เพิ่มข้อมูลนัน้จะเพิ่มโดยการสุ่มเลือกจากข้อมูลเดิม   
ในการวิจยัครัง้น้ีจะใช้วิธกีารสุ่มแบบเป็นระบบ 30% 
และ 35% โดยผลการเพิ่มจ านวนข้อมูลที่อยู่ในกลุ่ม
ส่วนน้อยใหม้จี านวนใกล้เคยีงหรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มลู
ทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมาก  

2. วิธีสุ่มลด (undersampling) เป็นการลด
จ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนมากใหม้จี านวนใกลเ้คยีง
หรอืเท่ากบัจ านวนขอ้มูลทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย ในการ
วจิยัครัง้นี้จะใชว้ธิกีารสุ่มแบบเป็นระบบโดยท าการสุ่ม
เพิม่ 50% และท าการสุ่มลด 20% ซึง่ผลการลดจ านวน
ข้อมูลที่อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มจี านวนใกล้เคียงหรอื
เท่ากบัจ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย  
 
 
 ในงานนี้ ผู้ วิจ ัย ได้ท าการแบ่ งชุดข้อมูล
ออกเป็นสองส่วน โดยใช้ 75% ของขอ้มูลเพื่อเป็นชุด
ขอ้มูลการฝึก (training set) และ 25% ของขอ้มูลเพื่อ
เป็นชุดขอ้มลูทดสอบ (test set) 

 
3. เกณฑใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นยาํ     

3.1 เกณฑก์ารวดัด้วยค่าความถกูต้อง 
ในการทดสอบประสิทธิภาพความแม่นย า โดยใช้
เกณฑ์ในการวดัดว้ยค่าความถูกต้อง โดยค านวณจาก
ค่าในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความสับสน 
(confusion matrix: CM) 

 
 
 
 

Table 2 Confusion Matrix 2 x 2 

 
 
สามารถค านวณไดโ้ดยสตูร ดงันี้ 

 
 TP TNAccuracy

TP TN FP FN
+=

+ + +
           (1) 

 
โดยที ่ค่าความถูกตอ้ง (accuracy) คอื ค่าอยู่

ระหว่าง 0 - 1 เมื่อค่าเขา้ใกล ้1 นัน่คอืตวัแบบสามารถ
จ าแนกประเภทไดด้มีาก 

TP  คือ ผู้ที่มีความเสี่ยงสูง ในการเป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true positive) 

FN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย ง สู ง ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false negative) 

TN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true negative) 

FP  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false positive) 

 
3.2 เกณฑ์ในการทาํนาย Area Under the 

Curve (AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพของโมเดล
ท านาย (predictive model) ในงานการจ าแนกประเภท 
(classification) AUC จะวดัพืน้ทีใ่ต้เสน้ Curve ทีเ่กิด
จ ากกา รพล็ อต  ROC  ( r e c e i v e r  o p e r a t i n g 
characteristic) ซึ่งเป็นกราฟที่แสดงความสัมพันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ของโมเดล ซึ่ง 
ROC Curve เป็นกราฟที่แสดงความสามารถของ
โมเดลในการแยกแยะ (discriminate) ระหว่างคลาส
บวก (positive class) และคลาสลบ (negative class)  
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ตัดสินใจ (decision trees) แล้วรวมผลลัพธ์ของทุก
ต้นไม้เพื่อท านายผลลพัธ์ทีถู่กต้องและเสถียรขึน้ โดย 
Random forest เป็นวธิทีีด่ใีนการแก้ปัญหาการเรยีนรู้
มากเกินไป (overfitting) และมีความแม่นย าสูงกว่า
ต้นไมต้ดัสนิใจแบบเดยีวเมื่อใชก้บัขอ้มลูทีซ่บัซ้อนและ
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เพิม่ 50% และท าการสุ่มลด 20% ซึง่ผลการลดจ านวน
ข้อมูลที่อยู่ในกลุ่มส่วนมากให้มจี านวนใกล้เคียงหรอื
เท่ากบัจ านวนขอ้มลูทีอ่ยู่ในกลุ่มส่วนน้อย  
 
 
 ในงาน น้ีผู้วิจ ัย ได้ท าการแ บ่งชุดข้อมูล
ออกเป็นสองส่วน โดยใช้ 75% ของขอ้มูลเพื่อเป็นชุด
ขอ้มูลการฝึก (training set) และ 25% ของขอ้มูลเพื่อ
เป็นชุดขอ้มลูทดสอบ (test set) 

 
3. เกณฑใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นยาํ     

3.1 เกณฑก์ารวดัด้วยค่าความถกูต้อง 
ในการทดสอบประสิทธิภาพความแม่นย า โดยใช้
เกณฑ์ในการวดัดว้ยค่าความถูกต้อง โดยค านวณจาก
ค่าในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความสับสน 
(confusion matrix: CM) 
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โดยที ่ค่าความถูกตอ้ง (accuracy) คอื ค่าอยู่

ระหว่าง 0 - 1 เมื่อค่าเขา้ใกล ้1 นัน่คอืตวัแบบสามารถ
จ าแนกประเภทไดด้มีาก 

TP  คือ ผู้ที่มีความเสี่ยงสูง ในการเป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true positive) 

FN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย ง สู ง ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false negative) 

TN  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เตา้นม และท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งต ่า
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (true negative) 

FP  คือ  ผู้ที่มีความเสี่ย งต ่ า ในการเ ป็น
โรคมะเรง็เต้านม แต่ท านายว่า เป็นผูท้ีม่คีวามเสีย่งสงู
ในการเป็นโรคมะเรง็เตา้นม (false positive) 

 
3.2 เกณฑ์ในการทาํนาย Area Under the 

Curve (AUC) เป็นตัววัดประสิทธิภาพของโมเดล
ท านาย (predictive model) ในงานการจ าแนกประเภท 
(classification) AUC จะวดัพืน้ทีใ่ต้เสน้ Curve ทีเ่กิด
จ ากกา รพล็ อต  ROC  ( r e c e i v e r  o p e r a t i n g 
characteristic) ซึ่งเป็นกราฟที่แสดงความสัมพันธ์
ระหว่าง sensitivity และ specificity ของโมเดล ซึ่ง 
ROC Curve เป็นกราฟที่แสดงความสามารถของ
โมเดลในการแยกแยะ (discriminate) ระหว่างคลาส
บวก (positive class) และคลาสลบ (negative class)  

โดยที ่
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เพื่่�อที�จัะได้ทำาการรักษาได้ทันท่วงที อีกทั�งยังประชาสัมพื่ันธ์
ถุ้งสาธารณะชนเพื่่�อให้ความรู้เกี�ยวกับโรคมะเร็งเต้านม และ
บุคคลที�มีปัจัจััยเสี�ยงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านมให้เขึ้้ารับ 
การตรวจัโดยแพื่ทย์ผู้เชี�ยวชาญได้อย่างทันการ 

วิธีด�าเนินการวิจยั
 การวจิัยัเร่�องการเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพื่อลักอรทิม้
ต้นไม้ตัดสินใจัในการจัำาแนกโรคมะเร็งเต้านม มีวัตถุุประสงค์
เพื่่�อเปรียบเทียบประสิทธิภาพื่ขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั  
(decision tree algorithm) ในการจัำาแนกประเภทโรคมะเร็ง
เต้านม (breast cancer) และศ้กษาปัจัจััยเสี�ยงที�ทำาให้เกิด 
โรคมะเร็งเต้านม (breast cancer)

 1. วิธีการเกบ็รวบรวมข้อมลู
 การเก็บรวบรวมขึ้้อมูลทำาโดยการสังเคราะห์ขึ้้อมูล
จัากเวชระเบียนขึ้องผู้ป่วยที�มีก้อนเน่�อบริเวณเต้านม จัาก 
คณะแพื่ทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม ระหว่างปี  
พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 มีตัวแปรอิสระ (independent  
variable) ทั�งหมด 10 ตัวแปร โดยเป็นตัวแปรเชิงคุณภาพื่ 
ทั�งหมดดัง Table 1 พื่บว่าขึ้้อมูลทั�งหมดมีค่าที�ขึ้าดหายไป 
(missing value) 1.60 % จั้งตอ้งทำาการลบขึ้อ้มลูที�ขึ้าดหายไป

ออกจัากขึ้้อมูลทั�งหมด ซึ้้�งจัะทำาให้เหล่อขึ้้อมูลทั�งหมด 1,524 
ระเบียน โดยผูวิ้จัยัได้ทำาการแปลงข้ึ้อมลูอายแุละดัชนมีวลกาย 
จัากตัวแปรเชิงปริมาณเป็นตัวแปรเชิงคุณภาพื่ เน่�องจัาก 
ลดความซัึ้บซึ้้อนขึ้องอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจัทำาให้โมเดล
ง่ายต่อการทำานาย และลดโอกาสเกิดการเรียนรู้มากเกินไป  
(overfitting) รวมทั�งช่วยในการดูแนวโน้มขึ้องขึ้้อมูลได ้
ง่ายขึ้้�น

 ตัวแปรตาม (dependent variable) ค่อ ผู้ป่วยที�มี
ความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม และผู้ป่วยที�มีความ
เสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม

 ผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงตำ�าในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม 
(88.12%) หมายถุ้ง ผู้ที�เขึ้้ารับการตรวจัแมมโมแกรมโดยมีค่า  
BIRADs Score คิดจัากลักษณะรูปภาพื่ที�เห็นซึ้้�งอยู่ในระดับ
คะแนน 0-3 (negative class)

 ผู้ป่วยที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็งเต้านม 
(11.88%) หมายถุ้ง ผู้ที�เขึ้้ารับการตรวจัแมมโมแกรมโดยมีค่า  
BIRADs Score คิดจัากลักษณะรูปภาพื่ที�เห็นซึ้้�งอยู่ในระดับ
คะแนน 4-6 (positive class)

Table 1 Independent Variable

ตวัแปร กลุ่มตวัแปร (สดัส่วนข้อมลู)

1. เพื่ศ (sex) ชาย (0.79%), หญิง (99.21%)

2. อายุ (age)
อายุ 20-32 ปี (50.20%), อายุ 33-45 ปี (25.39%), 
อายุ 46-58 ปี (21.00%), อายุ 59-71 ปี (1.97%), 
อายุุ 72-84 ปีี (1.25%), อายุ 85-97 ปี (0.20%)

3. ดัชนีมวลกาย (body mass index: BMI) <18.5 (3.54%), 18.5-22.9 (39.44%), 23.0-24.9 (20.28%), 25.0-29.9 (28.41%), ≥30 (8.33%)

4. สูบบุหรี� (smoking) สูบ (0.46%), ไม่สูบ (91.21%), ไม่ทราบ (8.33%)

5. ด่�มสุรา (binge) ด่�ม (1.05%), ไม่ด่�ม (90.68%), ไม่ทราบ (8.27%)

6. อาการที�นำามาพื่บแพื่ทย์ (chief complaint) มีอาการ (30.97%), ไม่มีอาการ (10.37%), มาตามนัด (58.66%)

7. ก้อนหร่อถุุงนำ�า (mass or cyst) Yes (48.82%), No (51.18%)

8. ความสมมาตรขึ้องเต้านมสองขึ้้าง (asymmetries) Yes (72.57%), No (27.43%)

9. แคลเซึ้ียม (calcification) Yes (50.72%), No (49.28%)

10. โครงสร้างเต้านม (architectural distortion) Yes (9.78%), No (90.22%)

 2. วิธีวิเคราะหข้์อมลู 
 2.1 อัลกอริท้มที�ใช้ในการวิเคราะห์ขึ้้อมูล 

   1. อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5

  วิธีการวิเคราะห์ต้นไม้ตัดสินใจัแบบ C4.5 เป็น
วิธีที�ใช้ในการสร้างและประเมินต้นไม้การตัดสินใจั (decision 
tree) ที�พื่ัฒนาโดย Ross Quinlan ในปี 1986 ซึ้้�งเป็นวิธีที�มี
การใชค้า่ Information Gain ในการเลอ่ก attribute ในการแยก

กลุม่ขึ้อ้มลู ซึ้้�งเปน็คา่ที�บง่บอกถุง้ความสำาคัญขึ้อง attribute ใน
การลดความไม่แน่นอนขึ้องขึ้้อมูล (entropy) ในกลุ่มย่อย ๆ  ที�
สร้างขึ้้�น

   2. อัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C5.0

  วิธีการวิเคราะห์ต้นไม้ตัดสินใจัแบบ C5.0 เป็น
วิธีการสร้างและประเมินต้นไม้การตัดสินใจั (decision tree) ที�
พื่ฒันาโดย Ross Quinlan ซึ้้�งเปน็ตวัอพัื่เกรดขึ้อง C4.5 ซึ้้�งนยิม
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 จัาก Table 3 แสดงค่าความถุูกต้อง (accuracy),  
ค่าเกณฑ์ในการทำานาย AUC (area under ROC curve) และ
คา่ความระลก้ (recall) ขึ้องแบบจัำาลองที�ฝุ่กึฝุ่นดว้ยอลักอรทิม้
ต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest โดยการแบ่ง
ขึ้้อมูลออกเป็นสัดส่วน 75% สำาหรับการฝุ่ึกและ 25% สำาหรับ
การทดสอบ พื่บว่า อัลกอริท้มตน้ไม้ตดัสนิใจั C4.5, C5.0 และ
วธิ ีRandom forest ใหค้า่ความถุกูตอ้งคอ่นขึ้า้งสงู แตค่า่เกณฑ์
ในการทำานาย AUC และค่าความระล้ก (recall) ค่อนขึ้้างตำ�า  
เน่�องจัากการทำานายโมเดลไม่สามารถุแยกกลุ่ม (class) ได้
ดีพื่อ โมเดลอาจัทำานายคลาสเดียวทั�งหมดหร่อทำานายผิด
พื่ลาดในการแยกแยะกลุ่มขึ้องขึ้้อมูลที�ซึ้ับซึ้้อน ผู้วิจััยทำาการ
สุ่มขึ้้อมูลเพื่ิ�ม (oversampling) 30% และ 35% จัะเห็นว่าค่า 
AUC และคา่ความระลก้ (recall) มากกว่าตอนที�ยงัไมไ่ด้ทำาการ
สุม่เพื่ิ�ม จัากนั�นทำาการสุม่ขึ้อ้มลูเพื่ิ�มและลดขึ้อ้มลู (combining 
random oversampling and undersampling) พื่บว่าโมเดลที�
ได้มีค่าความถุูกต้อง, ค่า AUC และค่าความระล้ก (recall) อยู่
ในเกณฑท์ี�พื่ง้พื่อใจัและยอมรบัได ้โดยวธิทีี�ใหผ้ลลพัื่ธด์ทีี�สดุคอ่ 
วธิ ีRandom forest รว่มกบัการสุม่ขึ้อ้มลูเพื่ิ�ม (oversampling) 
35% จัากนั�นผูว้จิัยัทำาการหาจัำานวนตน้ไม,้ ความลก้ขึ้องตน้ไม้  
และ k-fold cross-validation เพื่่�อประเมินประสิทธิภาพื่ขึ้อง
โมเดลในแตล่ะคา่พื่ารามเิตอร ์ซึ้้�งจัำานวนตน้ไมท้ี�กำาหนดคอ่ 50, 
75, 100, 150, 200, 300, 400, 500 และ 1000 ความล้กขึ้อง
ต้นไม้ที�กำาหนดค่อ 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
16, 17, 18 และ 19 ส่วนสุดท้าย k-fold cross-validation ที�
กำาหนดค่อ 3, 5, 7, 9 และ 10 ซึ้้�งช่วยให้การประเมินมีความ
เสถุียรและถูุกต้องมากยิ�งขึ้้�น โดยลดผลกระทบจัากการแบ่ง
ขึ้้อมูลแบบเฉพื่าะเจัาะจัง (specific) ที�อาจัเกิดขึ้้�นในการแบ่ง
แยกแบบเดิม (train-test split) ที�ใช้เฉพื่าะชุดทดสอบ (test 
set) และชุดฝุ่ึก (train set) แบบเดียวเท่านั�น ผลลัพื่ธ์แสดงให้
เห็นว่าค่าที�ดีที�สุดค่อ จัำานวนต้นไม้เท่ากับ 200 ต้น, ความล้ก 
ขึ้องต้นไม้เท่ากับ 14 และ k-fold cross-validation เท่ากับ 7 
(k=7) ซึ้้�งการปรับค่าพื่ารามิเตอร์เหล่านี�ช่วยในการควบคุม
ความซึ้ับซึ้้อนขึ้องโมเดลโดยเฉพื่าะความล้กขึ้องต้นไม้ การ
เล่อกค่าความล้กที�เหมาะสมสามารถุป้องกันโมเดลจัากการ
เรียนรู้ขึ้้อมูลเกินไป (overfitting) หร่อการไม่เรียนรู้เพื่ียงพื่อ  
(underfitting) ซึ้้�งจัะช่วยให้โมเดลมีประสิทธิภาพื่มากที�สุด 
ในการทำานายขึ้อ้มลูที�ไมเ่คยเหน็มากอ่น รวมทั�งการทดลองคา่
พื่ารามิเตอร์ตา่ง ๆ  ในขึ้ั�นตอนการฝึุ่กและประเมินโมเดลสามารถุ
ช่วยประหยัดเวลาและทรัพื่ยากรในกระบวนการพื่ัฒนาโมเดล  
โดยไม่ต้องสร้างและทดลองทุก ๆ ค่าพื่ารามิเตอร์ที�เป็นไปได้  
หลังจัากค้นพื่บค่าพื่ารามิเตอร์ที�ดีที�สุดทำาการฝุ่ึกและทดสอบ
โมเดล Random forest ด้วยการใช้ค่าพื่ารามิเตอร์เหล่านี� และ
ประเมินประสิทธิภาพื่ขึ้องโมเดลโดยใช้ขึ้้อมูลที�ไม่เคยเห็นมา
ก่อน เพื่่�อให้แน่ใจัว่าโมเดลทำางานไดด้ีที�สุด พื่บว่าให้ค่าความ

ถุูกต้องในการทำานายคลาสต่าง ๆ บนชุดขึ้้อมูลทดสอบที�ไม่
เคยเห็นมาก่อนเท่ากับ 72.27% ดัง Figure 1 และค่า AUC 
อยู่ที� 0.76 ดัง Figure 2 และมีค่าความระล้ก (recall) เท่ากับ  
0.4756 ซึ้้�งจัากการใช้จัำานวนต้นไม้ทั�งหมด 200 ต้นในการ
สร้างแบบจัำาลอง Random forest ทำาให้ได้ปัจัจััยที�ส่งผลใน 
การจัำาแนกโรคมะเร็งเต้านม 5 อนัดับแรก ได้แก่ ความสมมาตร
ขึ้องเต้านมสองขึ้้าง, มีอาการที�นำามาพื่บแพื่ทย์, ก้อนหร่อ 
ถุุงนำ�า, แคลเซึ้ียม และโครงสร้างเต้านม ตามลำาดับ

Figure 1 The Confusion Matrix of oversampling 
data at a 35% ratio using the Random Forest 

method with 7-fold cross-validation. 

 
Figure 2 ROC curve for oversampling data at a 
35% ratio using the Random Forest method with 

7-fold cross-validation. 
 

สรปุผลการวิจยั 
การวิจัยการเปรียบเทียบประสิทธิภาพ

อลักอรทิมึต้นไม้ตดัสนิใจในการจ าแนกโรคมะเร็งเต้า
นมโดยการสงัเคราะหข์อ้มลูจากเวชระเบยีนของผูป่้วย
ที่มีก้อนเนื้อบริเวณเต้านม จากคณะแพทยศาสตร์ 
มหาวิทยาลยัมหาสารคาม ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง 
พ.ศ. 2565 ดว้ยอลักอรทิมึต้นไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 
และวิธี Random forest โดยพบว่าข้อมูลที่ใช้ในการ
จ าแนกคลาสมีจ านวนของคลาสต่างกันมากน้อยไม่
เท่ากัน (class imbalance) ซึ่งอาจท าให้โมเดลที่ได้
สรา้งขึน้มคีวามสามารถในการท านายคลาสทีม่จี านวน
ตวัอย่างมาก มากกว่าคลาสทีม่จี านวนตวัอย่างน้อย ๆ 
น ามาซึ่งผลลพัธ์ที่ไม่เสถียรและไม่แม่นย าในคลาสทีม่ี

จ านวนตัวอย่างน้อย โดยปัญหานี้ เกิดขึ้นได้ทัว่ไป
โดยเฉพาะขอ้มลูทางการแพทย์ เนื่องจากการตรวจจบั
โรคหรือความเสี่ยงของโรคที่มีอัตราการเกิดต่อ
ประชากรต ่า ท าใหค้ลาสของผูป่้วยหรอืผูท้ีม่คีวามเสีย่ง
สูงมจี านวนน้อยเมื่อเปรยีบเทยีบกบัคลาสของผู้ที่ไม่มี
โรคหรอืมคีวามเสีย่งต ่า เพื่อแก้ปัญหาขอ้มูลไม่สมดุล
ในงานวิจยันี้ใช้เทคนิคการสุ่มเพิ่ม (oversampling) 
เพื่อเพิ่มจ านวนตัวอย่างในคลาสที่น้อยเพื่อท าให้
จ านวนตัวอย่างในทุกคลาสเท่ากันหรือใกล้เคียงกัน 
และวธิสุ่ีมลด (undersampling) ลดตวัอย่างในคลาสทีม่ี
จ านวนมากลงเพื่อท าให้จ านวนตัวอย่างในทุกคลาส
เท่ากันหรือใกล้เคยีงกนั รวมทัง้การแบ่งขอ้มูล (split 
data) แบบต่าง ๆ ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลต่างกัน
เน่ืองจากความแตกต่างในชุดขอ้มูลทีถู่กใชใ้นการสรา้ง
และทดสอบโมเดล และความแตกต่างในแบบจ าลองที่
ใช้ในการวเิคราะห์ขอ้มูล จากการแก้ปัญหาจะเห็นว่า 
C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพธ์ที่ไม่ต่างจากเดิมและ
ผลลพัธท์ีไ่ดไ้ม่ต่างกนัมากนัก ส่วนวธิ ีRandom forest 
ใหค้่า AUC ทีด่ขี ึน้เมื่อเปรยีบเทยีบกบั C4.5 และ C5.0 
ซึ่งสูงกว่าประมาณ 15-20% รวมทัง้ค่าความระลึก 
(recall) ทีเ่พิม่มากขึน้ อาจเกดิขึน้เนื่องจากคุณสมบตัิ
ของวธิ ีRandom forest ใชว้ธิกีารเรยีนรูแ้บบรวมกลุ่ม 
(ensemble) ของต้นไมต้ดัสนิใจโดยการสุ่มขอ้มูลและ
สุ่มคุณลกัษณะ (feature) ทีใ่ชใ้นการสรา้งแต่ละต้นไม้ 
วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่มช่วยลดความเสี่ยงในการ
เรยีนรูโ้มเดลจากขอ้มูลทีไ่ม่สมดุล (class imbalance) 
และช่วยลดการเรยีนรู้มากเกนิไป (overfitting) โดยที่
อัลกอริทึมต้นไม้ตัดสินใจ C4.5 และ C5.0 อาจมี
แนวโน้มทีจ่ะเกดิขึน้ได ้อกีทัง้วธิ ีRandom forest สรา้ง
ต้นไม้หลายต้นและรวมผลลัพธ์จากทุกต้นในการ
ตัดสินใจ (voting) ซึ่งช่วยลดความผิดพลาดและเพิม่
ความแม่นย าของโมเดล ในทางตรงกนัขา้มอลักอรทิมึ
ต้นไมต้ดัสนิใจ C4.5 และ C5.0 มเีพยีงต้นไมต้้นเดยีว
ซึ่งมคีวามหลากหลายที่น้อยกว่า จากผลลพัธ์ที่ได้วิธี 
R a n d o m  f o r e s t  ร่ ว ม กั บ ก า ร สุ่ ม ข้ อ มู ล เ พิ่ ม 
(oversampling) 35% เป็นวธิทีีด่ทีีสุ่ดส าหรบัชุดขอ้มลูที่
ท าการศกึษา จากนัน้ผู้วจิยั ท าการหาจ านวนต้นไมท้ี่
เหมาะสมและความลึกของต้นไม้พร้อมกับการท า k-
fold cross validation เพื่อดคู่าทีเ่ปลีย่นไปในแต่ละรอบ 
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Figure 1 The Confusion Matrix of oversampling data at 
a 35% ratio using the Random Forest method with 7-fold 

cross-validation.

Figure 2 ROC curve for oversampling data at a 35% ratio 
using the Random Forest method with 7-fold  

cross-validation.
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การพื่ยากรณข์ึ้องคลาสที�ไมเ่กดิโรคตอ่จัำานวนทั�งหมดที�ไมเ่กดิ
โรคจัริง 
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หมายถุ้งอัตราส่วนขึ้อง False Positives ต่อทั�งหมดที�เป็น 
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  AUC > 0.90 ค่อ ตัวแบบทำางานได้ดีมาก

 3.3 ค่าความระล้ก (recall) ค่อความน่าจัะเป็นที�
โมเดลสามารถุตรวจัจับัผูท้ี�มคีวามเสี�ยงสงูในการเปน็โรคมะเรง็ 
เต้านมจัากจัำานวน ผู้ที�มีความเสี�ยงสูงในการเป็นโรคมะเร็ง 
เต้านมทั�งหมดในขึ้้อมูล
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ผลการวิจยั
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สัดส่วน 75% สำาหรับการฝุ่ึกและ 25% สำาหรับการทดสอบ

ค่าความไว (sensitivity) คอื ค่าของ
ความถูกตอ้งในการพยากรณ์ของคลาสทีเ่กดิ
โรคต่อจ านวนทัง้หมดในกลุ่มของคลาสที่
พยากรณ์ว่าเกิดโรค หรือเรียกอีกอย่างว่า 
True Positive Rate (TPR) 
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สามารถสรุปไดด้งัเกณฑต์่อไปนี้  

  คอื ตวัแบบมี
ประสทิธภิาพต ่า 

  คือ เกณฑ์มาตรฐาน
ส าหรบัตวัแบบส่วนใหญ่  

  คอื ตวัแบบท างานไดด้ ี
  คอื ตวัแบบท างานไดด้มีาก 

 
3.3 ค่าความระลึก (recall) คือความน่าจะ

เป็นท่ีโมเดลสามารถตรวจจบัผู้ที่มคีวามเสี่ยงสูงในการ
เป็นโรคมะเรง็เต้านมจากจ านวน ผูท้ีม่คีวามเสีย่งสูงใน
การเป็นโรคมะเรง็เตา้นมทั้งหมดในขอ้มูล 
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ผลการวิจยั 

ข้อมูลที่ใช้ในการวิจัยคือ ข้อมูลจากเวช
ระ เบียนของผู้ ป่ วยที่มีก้ อน เนื้ อบริ เ วณเต้ านม          
จากคณะแพทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง พ.ศ. 2565 เมื่อแบ่งขอ้มูล
ออกเป็นชุดฝึก (training set) และชุดทดสอบ (test 
set) โมเดลจะถูกฝึกอย่างต่อเนื่องในชุดฝึกและน าไป
ทดสอบบนชุดทดสอบเพื่อวดัประสทิธภิาพ แต่ถา้ความ
แตกต่างในชุดฝึกและชุดทดสอบมีความแตกต่างกนั
มาก ๆ อาจท าใหโ้มเดลมปีระสทิธภิาพในการท านายที่
แตกต่างกนั ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลที่แตกต่างกนั
เนื่องจากความแตกต่างในข้อมูลที่ใช้ในการทดสอบ
และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 

 
Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree 
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และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 
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algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25% 
for testing. 

Implement Accuracy AUC Recall 
C4.5 0.8770 0.5463 0.0208 
C5.0 0.8976 0.5000 0.0000 
Random forest 0.8635 0.5271 0.0208 
Oversampling 30% + C4.5 0.7203 0.6468 0.1719 
Oversampling 30% + C5.0 0.6970 0.5391 0.0151 
Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721 
Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452 
Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807 
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C4.5 0.8770 0.5463 0.0208
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Random forest 0.8635 0.5271 0.0208
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 จัาก Table 3 แสดงค่าความถุูกต้อง (accuracy),  
ค่าเกณฑ์ในการทำานาย AUC (area under ROC curve) และ
คา่ความระลก้ (recall) ขึ้องแบบจัำาลองที�ฝุ่กึฝุ่นดว้ยอลักอรทิม้
ต้นไม้ตัดสินใจั C4.5, C5.0 และ Random forest โดยการแบ่ง
ขึ้้อมูลออกเป็นสัดส่วน 75% สำาหรับการฝุ่ึกและ 25% สำาหรับ
การทดสอบ พื่บว่า อัลกอริท้มตน้ไม้ตดัสนิใจั C4.5, C5.0 และ
วธิ ีRandom forest ใหค้า่ความถุกูตอ้งคอ่นขึ้า้งสงู แตค่า่เกณฑ์
ในการทำานาย AUC และค่าความระล้ก (recall) ค่อนขึ้้างตำ�า  
เน่�องจัากการทำานายโมเดลไม่สามารถุแยกกลุ่ม (class) ได้
ดีพื่อ โมเดลอาจัทำานายคลาสเดียวทั�งหมดหร่อทำานายผิด
พื่ลาดในการแยกแยะกลุ่มขึ้องขึ้้อมูลที�ซึ้ับซึ้้อน ผู้วิจััยทำาการ
สุ่มขึ้้อมูลเพื่ิ�ม (oversampling) 30% และ 35% จัะเห็นว่าค่า 
AUC และคา่ความระลก้ (recall) มากกว่าตอนที�ยงัไมไ่ด้ทำาการ
สุม่เพื่ิ�ม จัากนั�นทำาการสุม่ขึ้อ้มลูเพื่ิ�มและลดขึ้อ้มลู (combining 
random oversampling and undersampling) พื่บว่าโมเดลที�
ได้มีค่าความถุูกต้อง, ค่า AUC และค่าความระล้ก (recall) อยู่
ในเกณฑท์ี�พื่ง้พื่อใจัและยอมรบัได ้โดยวธิทีี�ใหผ้ลลพัื่ธด์ทีี�สดุคอ่ 
วธิ ีRandom forest รว่มกบัการสุม่ขึ้อ้มลูเพื่ิ�ม (oversampling) 
35% จัากนั�นผูว้จิัยัทำาการหาจัำานวนตน้ไม,้ ความลก้ขึ้องตน้ไม้  
และ k-fold cross-validation เพื่่�อประเมินประสิทธิภาพื่ขึ้อง
โมเดลในแตล่ะคา่พื่ารามเิตอร ์ซึ้้�งจัำานวนตน้ไมท้ี�กำาหนดคอ่ 50, 
75, 100, 150, 200, 300, 400, 500 และ 1000 ความล้กขึ้อง
ต้นไม้ที�กำาหนดค่อ 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
16, 17, 18 และ 19 ส่วนสุดท้าย k-fold cross-validation ที�
กำาหนดค่อ 3, 5, 7, 9 และ 10 ซึ้้�งช่วยให้การประเมินมีความ
เสถุียรและถูุกต้องมากยิ�งขึ้้�น โดยลดผลกระทบจัากการแบ่ง
ขึ้้อมูลแบบเฉพื่าะเจัาะจัง (specific) ที�อาจัเกิดขึ้้�นในการแบ่ง
แยกแบบเดิม (train-test split) ที�ใช้เฉพื่าะชุดทดสอบ (test 
set) และชุดฝุ่ึก (train set) แบบเดียวเท่านั�น ผลลัพื่ธ์แสดงให้
เห็นว่าค่าที�ดีที�สุดค่อ จัำานวนต้นไม้เท่ากับ 200 ต้น, ความล้ก 
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(k=7) ซึ้้�งการปรับค่าพื่ารามิเตอร์เหล่านี�ช่วยในการควบคุม
ความซึ้ับซึ้้อนขึ้องโมเดลโดยเฉพื่าะความล้กขึ้องต้นไม้ การ
เล่อกค่าความล้กที�เหมาะสมสามารถุป้องกันโมเดลจัากการ
เรียนรู้ขึ้้อมูลเกินไป (overfitting) หร่อการไม่เรียนรู้เพื่ียงพื่อ  
(underfitting) ซึ้้�งจัะช่วยให้โมเดลมีประสิทธิภาพื่มากที�สุด 
ในการทำานายขึ้อ้มลูที�ไมเ่คยเหน็มากอ่น รวมทั�งการทดลองคา่
พื่ารามิเตอร์ตา่ง ๆ  ในขึ้ั�นตอนการฝึุ่กและประเมินโมเดลสามารถุ
ช่วยประหยัดเวลาและทรัพื่ยากรในกระบวนการพื่ัฒนาโมเดล  
โดยไม่ต้องสร้างและทดลองทุก ๆ ค่าพื่ารามิเตอร์ที�เป็นไปได้  
หลังจัากค้นพื่บค่าพื่ารามิเตอร์ที�ดีที�สุดทำาการฝุ่ึกและทดสอบ
โมเดล Random forest ด้วยการใช้ค่าพื่ารามิเตอร์เหล่านี� และ
ประเมินประสิทธิภาพื่ขึ้องโมเดลโดยใช้ขึ้้อมูลที�ไม่เคยเห็นมา
ก่อน เพื่่�อให้แน่ใจัว่าโมเดลทำางานได้ดีที�สุด พื่บว่าให้ค่าความ

ถุูกต้องในการทำานายคลาสต่าง ๆ บนชุดขึ้้อมูลทดสอบที�ไม่
เคยเห็นมาก่อนเท่ากับ 72.27% ดัง Figure 1 และค่า AUC 
อยู่ที� 0.76 ดัง Figure 2 และมีค่าความระล้ก (recall) เท่ากับ  
0.4756 ซึ้้�งจัากการใช้จัำานวนต้นไม้ทั�งหมด 200 ต้นในการ
สร้างแบบจัำาลอง Random forest ทำาให้ได้ปัจัจััยที�ส่งผลใน 
การจัำาแนกโรคมะเร็งเต้านม 5 อนัดับแรก ได้แก่ ความสมมาตร
ขึ้องเต้านมสองขึ้้าง, มีอาการที�นำามาพื่บแพื่ทย์, ก้อนหร่อ 
ถุุงนำ�า, แคลเซึ้ียม และโครงสร้างเต้านม ตามลำาดับ

Figure 1 The Confusion Matrix of oversampling 
data at a 35% ratio using the Random Forest 

method with 7-fold cross-validation. 

 
Figure 2 ROC curve for oversampling data at a 
35% ratio using the Random Forest method with 

7-fold cross-validation. 
 

สรปุผลการวิจยั 
การวิจัยการเปรียบเทียบประสิทธิภาพ

อลักอรทิมึต้นไม้ตดัสนิใจในการจ าแนกโรคมะเร็งเต้า
นมโดยการสงัเคราะหข์อ้มลูจากเวชระเบยีนของผูป่้วย
ที่มีก้อนเนื้อบริเวณเต้านม จากคณะแพทยศาสตร์ 
มหาวิทยาลยัมหาสารคาม ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง 
พ.ศ. 2565 ดว้ยอลักอรทิมึต้นไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 
และวิธี Random forest โดยพบว่าข้อมูลที่ใช้ในการ
จ าแนกคลาสมีจ านวนของคลาสต่างกันมากน้อยไม่
เท่ากัน (class imbalance) ซึ่งอาจท าให้โมเดลที่ได้
สรา้งขึน้มคีวามสามารถในการท านายคลาสทีม่จี านวน
ตวัอย่างมาก มากกว่าคลาสทีม่จี านวนตวัอย่างน้อย ๆ 
น ามาซึ่งผลลพัธ์ที่ไม่เสถียรและไม่แม่นย าในคลาสทีม่ี

จ านวนตัวอย่างน้อย โดยปัญหานี้ เกิดขึ้นได้ทัว่ไป
โดยเฉพาะขอ้มลูทางการแพทย์ เนื่องจากการตรวจจบั
โรคหรือความเสี่ยงของโรคที่มีอัตราการเกิดต่อ
ประชากรต ่า ท าใหค้ลาสของผูป่้วยหรอืผูท้ีม่คีวามเสีย่ง
สูงมจี านวนน้อยเมื่อเปรยีบเทยีบกบัคลาสของผู้ที่ไม่มี
โรคหรอืมคีวามเสีย่งต ่า เพื่อแก้ปัญหาขอ้มูลไม่สมดุล
ในงานวิจยันี้ใช้เทคนิคการสุ่มเพิ่ม (oversampling) 
เพื่อเพิ่มจ านวนตัวอย่างในคลาสที่น้อยเพื่อท าให้
จ านวนตัวอย่างในทุกคลาสเท่ากันหรือใกล้เคียงกัน 
และวธิสุ่ีมลด (undersampling) ลดตวัอย่างในคลาสทีม่ี
จ านวนมากลงเพื่อท าให้จ านวนตัวอย่างในทุกคลาส
เท่ากันหรือใกล้เคยีงกนั รวมทัง้การแบ่งขอ้มูล (split 
data) แบบต่าง ๆ ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลต่างกัน
เน่ืองจากความแตกต่างในชุดขอ้มูลทีถู่กใชใ้นการสรา้ง
และทดสอบโมเดล และความแตกต่างในแบบจ าลองที่
ใช้ในการวเิคราะห์ขอ้มูล จากการแก้ปัญหาจะเห็นว่า 
C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพธ์ที่ไม่ต่างจากเดิมและ
ผลลพัธท์ีไ่ดไ้ม่ต่างกนัมากนัก ส่วนวธิ ีRandom forest 
ใหค้่า AUC ทีด่ขี ึน้เมื่อเปรยีบเทยีบกบั C4.5 และ C5.0 
ซึ่งสูงกว่าประมาณ 15-20% รวมทัง้ค่าความระลึก 
(recall) ทีเ่พิม่มากขึน้ อาจเกดิขึน้เนื่องจากคุณสมบตัิ
ของวธิ ีRandom forest ใชว้ธิกีารเรยีนรูแ้บบรวมกลุ่ม 
(ensemble) ของต้นไมต้ดัสนิใจโดยการสุ่มขอ้มูลและ
สุ่มคุณลกัษณะ (feature) ทีใ่ชใ้นการสรา้งแต่ละต้นไม้ 
วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่มช่วยลดความเสี่ยงในการ
เรยีนรูโ้มเดลจากขอ้มูลทีไ่ม่สมดุล (class imbalance) 
และช่วยลดการเรยีนรู้มากเกนิไป (overfitting) โดยที่
อัลกอริทึมต้นไม้ตัดสินใจ C4.5 และ C5.0 อาจมี
แนวโน้มทีจ่ะเกดิขึน้ได ้อกีทัง้วธิ ีRandom forest สรา้ง
ต้นไม้หลายต้นและรวมผลลัพธ์จากทุกต้นในการ
ตัดสินใจ (voting) ซึ่งช่วยลดความผิดพลาดและเพิม่
ความแม่นย าของโมเดล ในทางตรงกนัขา้มอลักอรทิมึ
ต้นไมต้ดัสนิใจ C4.5 และ C5.0 มเีพยีงต้นไมต้้นเดยีว
ซึ่งมคีวามหลากหลายที่น้อยกว่า จากผลลพัธ์ที่ได้วิธี 
R a n d o m  f o r e s t  ร่ ว ม กั บ ก า ร สุ่ ม ข้ อ มู ล เ พิ่ ม 
(oversampling) 35% เป็นวธิทีีด่ทีีสุ่ดส าหรบัชุดขอ้มลูที่
ท าการศกึษา จากนัน้ผู้วจิยั ท าการหาจ านวนต้นไมท้ี่
เหมาะสมและความลึกของต้นไม้พร้อมกับการท า k-
fold cross validation เพื่อดคู่าทีเ่ปลีย่นไปในแต่ละรอบ 
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Figure 2 ROC curve for oversampling data at a 
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Figure 1 The Confusion Matrix of oversampling data at 
a 35% ratio using the Random Forest method with 7-fold 

cross-validation.

Figure 2 ROC curve for oversampling data at a 35% ratio 
using the Random Forest method with 7-fold  

cross-validation.

สรปุผลการวิจยั
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ขึ้้อมูลจัากเวชระเบียนขึ้องผู้ป่วยที�มีก้อนเน่�อบริเวณเต้านม  
จัากคณะแพื่ทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม ระหว่าง
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การพื่ยากรณข์ึ้องคลาสที�ไมเ่กดิโรคตอ่จัำานวนทั�งหมดที�ไมเ่กดิ
โรคจัริง 
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เต้านมทั�งหมดในขึ้้อมูล

(5)

ผลการวิจยั
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สัดส่วน 75% สำาหรับการฝุ่ึกและ 25% สำาหรับการทดสอบ

ค่าความไว (sensitivity) คอื ค่าของ
ความถูกตอ้งในการพยากรณ์ของคลาสทีเ่กดิ
โรคต่อจ านวนทัง้หมดในกลุ่มของคลาสที่
พยากรณ์ว่าเกิดโรค หรือเรียกอีกอย่างว่า 
True Positive Rate (TPR) 
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ไม่เกดิโรคต่อจ านวนทัง้หมดทีไ่ม่เกดิโรคจรงิ  
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สามารถสรุปไดด้งัเกณฑต์่อไปนี้  

  คอื ตวัแบบมี
ประสทิธภิาพต ่า 

  คือ เกณฑ์มาตรฐาน
ส าหรบัตวัแบบส่วนใหญ่  

  คอื ตวัแบบท างานไดด้ ี
  คอื ตวัแบบท างานไดด้มีาก 

 
3.3 ค่าความระลึก (recall) คือความน่าจะ

เป็นท่ีโมเดลสามารถตรวจจบัผู้ที่มคีวามเสี่ยงสูงในการ
เป็นโรคมะเรง็เต้านมจากจ านวน ผูท้ีม่คีวามเสีย่งสูงใน
การเป็นโรคมะเรง็เตา้นมทั้งหมดในขอ้มูล 
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ผลการวิจยั 

ข้อมูลที่ใช้ในการวิจัยคือ ข้อมูลจากเวช
ระ เบียนของผู้ ป่ วยที่มีก้ อน เนื้ อบริ เ วณเต้ านม          
จากคณะแพทยศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
ระหว่างปี พ.ศ. 2553 ถึง พ.ศ. 2565 เมื่อแบ่งขอ้มูล
ออกเป็นชุดฝึก (training set) และชุดทดสอบ (test 
set) โมเดลจะถูกฝึกอย่างต่อเนื่องในชุดฝึกและน าไป
ทดสอบบนชุดทดสอบเพื่อวดัประสทิธภิาพ แต่ถา้ความ
แตกต่างในชุดฝึกและชุดทดสอบมีความแตกต่างกนั
มาก ๆ อาจท าใหโ้มเดลมปีระสทิธภิาพในการท านายที่
แตกต่างกนั ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลที่แตกต่างกนั
เนื่องจากความแตกต่างในข้อมูลที่ใช้ในการทดสอบ
และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 

 
Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree 

algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25% 
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Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721 
Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452 
Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807 
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แตกต่างในชุดฝึกและชุดทดสอบมีความแตกต่างกนั
มาก ๆ อาจท าใหโ้มเดลมปีระสทิธภิาพในการท านายที่
แตกต่างกนั ท าให้ค่าการพยากรณ์มผีลที่แตกต่างกนั
เนื่องจากความแตกต่างในข้อมูลที่ใช้ในการทดสอบ
และวัดประสิทธิภาพ ในงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
อลักอรทิมึตน้ไมต้ดัสนิใจ C4.5, C5.0 และวธิ ีRandom 
forest โดยการแบ่งขอ้มลูออกเป็นสดัส่วน 75% ส าหรบั
การฝึกและ 25% ส าหรบัการทดสอบ 

 
Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree 

algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25% 
for testing. 

Implement Accuracy AUC Recall 
C4.5 0.8770 0.5463 0.0208 
C5.0 0.8976 0.5000 0.0000 
Random forest 0.8635 0.5271 0.0208 
Oversampling 30% + C4.5 0.7203 0.6468 0.1719 
Oversampling 30% + C5.0 0.6970 0.5391 0.0151 
Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721 
Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452 
Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807 

Table 3 The accuracy, area under the curve (AUC), and recall values of the models using the decision tree  
algorithms C4.5, C5.0, and the Random Forest method, with data split into 75% for training and 25%  
for testing.

Implement Accuracy AUC Recall

C4.5 0.8770 0.5463 0.0208

C5.0 0.8976 0.5000 0.0000

Random forest 0.8635 0.5271 0.0208

Oversampling 30% + C4.5 0.7203 0.6468 0.1719

Oversampling 30% + C5.0 0.6970 0.5391 0.0151

Oversampling 30% + Random forest 0.7394 0.7100 0.3721

Oversampling 35% + C4.5 0.6963 0.7200 0.3452

Oversampling 35% + C5.0 0.6639 0.5620 0.0807

Oversampling 35% + Random forest 0.7267 0.7648 0.4593

Combining Random Oversampling and Undersampling + C4.5 0.6540 0.7026 0.3629

Combining Random Oversampling and Undersampling + C5.0 0.6138 0.5538 0.0145

Combining Random Oversampling and Undersampling + Random forest 0.7142 0.7612 0.4571
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ปี พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 ด้วยอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั  
C4.5, C5.0 และวิธี Random forest โดยพื่บว่าขึ้้อมูลที�ใช้ใน
การจัำาแนกคลาสมีจัำานวนขึ้องคลาสต่างกันมากน้อยไม่เท่ากัน  
(class imbalance) ซึ้้�งอาจัทำาให้โมเดลที�ได้สร้างขึ้้�นมีความ
สามารถุในการทำานายคลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างมาก มากกว่า
คลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างน้อย ๆ นำามาซึ้้�งผลลัพื่ธ์ที�ไม่เสถุียร
และไม่แม่นยำาในคลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างน้อย โดยปัญหานี� 
เกิดขึ้้�นได้ทั�วไปโดยเฉพื่าะขึ้้อมูลทางการแพื่ทย์ เน่�องจัาก
การตรวจัจัับโรคหร่อความเสี�ยงขึ้องโรคที�มีอัตราการเกิดต่อ
ประชากรตำ�า ทำาให้คลาสขึ้องผู้ป่วยหร่อผู้ที�มีความเสี�ยงสูง 
มีจัำานวนน้อยเม่�อเปรียบเทียบกับคลาสขึ้องผู้ที�ไม่มีโรคหร่อ
มีความเสี�ยงตำ�า เพื่่�อแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุลในงานวิจััยนี� 
ใชเ้ทคนิคการสุม่เพื่ิ�ม (oversampling) เพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนตวัอยา่ง
ในคลาสที�นอ้ยเพื่่�อทำาใหจ้ัำานวนตวัอยา่งในทกุคลาสเท่ากนัหรอ่
ใกล้เคียงกัน และวิธีสุ่มลด (undersampling) ลดตัวอย่างใน
คลาสที�มีจัำานวนมากลงเพื่่�อทำาให้จัำานวนตัวอย่างในทุกคลาส
เท่ากันหร่อใกล้เคียงกัน รวมทั�งการแบ่งขึ้้อมูล (split data) 
แบบต่าง ๆ  ทำาให้ค่าการพื่ยากรณ์มีผลต่างกันเน่�องจัากความ
แตกตา่งในชุดขึ้อ้มลูที�ถุกูใชใ้นการสรา้งและทดสอบโมเดล และ
ความแตกต่างในแบบจัำาลองที�ใช้ในการวิเคราะห์ขึ้้อมูล จัาก
การแก้ปัญหาจัะเห็นว่า C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพื่ธ์ที�ไม่ต่าง
จัากเดิมและผลลัพื่ธ์ที�ได้ไม่ต่างกันมากนัก ส่วนวิธี Random 
forest ให้ค่า AUC ที�ดีขึ้้�นเม่�อเปรียบเทียบกับ C4.5 และ C5.0 
ซึ้้�งสูงกว่าประมาณ 15-20% รวมทั�งค่าความระล้ก (recall) ที�
เพื่ิ�มมากขึ้้�น อาจัเกิดขึ้้�นเน่�องจัากคุณสมบัติขึ้องวิธี Random 
forest ใช้วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่ม (ensemble) ขึ้องต้นไม้
ตดัสนิใจัโดยการสุม่ขึ้อ้มลูและสุม่คณุลกัษณะ (feature) ที�ใชใ้น 
การสร้างแต่ละต้นไม้ วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่มช่วยลด 
ความเสี�ยงในการเรียนรู้โมเดลจัากขึ้้อมูลที�ไม่สมดุล (class 
imbalance) และช่วยลดการเรียนรู้มากเกินไป (overfitting) 
โดยที�อลักอรทิม้ตน้ไมต้ดัสนิใจั C4.5 และ C5.0 อาจัมแีนวโนม้
ที�จัะเกิดขึ้้�นได้ อีกทั�งวิธี Random forest สร้างต้นไม้หลายต้น
และรวมผลลพัื่ธจ์ัากทกุตน้ในการตดัสนิใจั (voting) ซึ้้�งชว่ยลด
ความผิดพื่ลาดและเพื่ิ�มความแม่นยำาขึ้องโมเดล ในทางตรงกัน
ขึ้้ามอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5 และ C5.0 มีเพื่ียงต้นไม้
ต้นเดียวซึ้้�งมีความหลากหลายที�น้อยกว่า จัากผลลัพื่ธ์ที�ได้วิธี
 Random forest ร่วมกับการสุ่มขึ้้อมูลเพื่ิ�ม (oversampling) 
35% เป็นวิธีที�ดีที�สุดสำาหรับชุดขึ้้อมูลที�ทำาการศ้กษา จัากนั�น 
ผูว้จิัยั ทำาการหาจัำานวนตน้ไม้ที�เหมาะสมและความลก้ขึ้องต้นไม้
พื่ร้อมกับการทำา k-fold cross validation เพื่่�อดูค่าที�เปลี�ยนไป

ในแต่ละรอบ ผลการทดสอบแสดงให้เห็นว่าจัำานวนต้นไม้ที�ดี
ที�สุดค่อ 200 ต้น ความล้กขึ้องต้นไม้ ค่อ 14 และ k-fold ที�ดี
ที�สุดค่อ 7 (k=7) สำาหรับการแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุลในงาน
วิจัยันี�เป็นอีกหน้�งแงท่ี�สำาคญัที�ช่วยให้โมเดลทำานายได้แม่นยำา
และเสถุยีร ซึ้้�งเปน็ประโยชนใ์นการวเิคราะหโ์รคและการตรวจั
สอบความเสี�ยงในโดเมนทางการแพื่ทย์ ซึ้้�งเปน็งานที�ความถูุก
ต้องและน่าเช่�อถุ่อมีความสำาคัญเป็นอย่างยิ�ง การจััดการกับ
ปัญหาความไม่สมดุลขึ้้อมูลและการแบ่งขึ้้อมูลออกเป็นชุดฝุ่ึก
และชุดทดสอบเป็นปัจัจััยสำาคัญในการทำานาย การสุ่มข้ึ้อมูล
เพื่ิ�มและลดขึ้้อมูลอาจัช่วยปรับปรุงความแม่นยำาขึ้องโมเดล 
แต่อาจัมีผลให้ขึ้้อมูลเสียหายและเพื่ิ�มเวลาในการประมวลผล  
ควรพื่จิัารณาความสมดลุขึ้องขึ้อ้มลูและการแบง่ขึ้อ้มลูใหอ้ยูใ่น
เกณฑ์ที�เหมาะสมในแต่ละกรณีการวิเคราะห์ขึ้้อมูลนั�น ๆ ซึ้้�ง
เปน็สิ�งสำาคญัในการสรา้งโมเดลที�มปีระสทิธภิาพื่ในการจัำาแนก
ขึ้้อมูลทางการแพื่ทย์ ฉะนั�นการเล่อกอัลกอริท้มที�เหมาะสม 
จัะขึ้้�นอยูก่บัความตอ้งการขึ้องงานและลกัษณะขึ้องขึ้อ้มลู และ
อาจัจัะต้องพื่จิัารณาเพื่ิ�มเตมิเกี�ยวกบัความเหมาะสมขึ้องข้ึ้อมลู
และอัลกอริท้มในงานที�มีลักษณะแตกต่างกัน
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ปี พื่.ศ. 2553 ถุ้ง พื่.ศ. 2565 ด้วยอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั  
C4.5, C5.0 และวิธี Random forest โดยพื่บว่าขึ้้อมูลที�ใช้ใน
การจัำาแนกคลาสมีจัำานวนขึ้องคลาสต่างกันมากน้อยไม่เท่ากัน  
(class imbalance) ซึ้้�งอาจัทำาให้โมเดลที�ได้สร้างขึ้้�นมีความ
สามารถุในการทำานายคลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างมาก มากกว่า
คลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างน้อย ๆ นำามาซึ้้�งผลลัพื่ธ์ที�ไม่เสถุียร
และไม่แม่นยำาในคลาสที�มีจัำานวนตัวอย่างน้อย โดยปัญหานี� 
เกิดขึ้้�นได้ทั�วไปโดยเฉพื่าะขึ้้อมูลทางการแพื่ทย์ เน่�องจัาก
การตรวจัจัับโรคหร่อความเสี�ยงขึ้องโรคที�มีอัตราการเกิดต่อ
ประชากรตำ�า ทำาให้คลาสขึ้องผู้ป่วยหร่อผู้ที�มีความเสี�ยงสูง 
มีจัำานวนน้อยเม่�อเปรียบเทียบกับคลาสขึ้องผู้ที�ไม่มีโรคหร่อ
มีความเสี�ยงตำ�า เพื่่�อแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุลในงานวิจััยนี� 
ใชเ้ทคนิคการสุม่เพื่ิ�ม (oversampling) เพื่่�อเพื่ิ�มจัำานวนตวัอยา่ง
ในคลาสที�นอ้ยเพื่่�อทำาใหจ้ัำานวนตวัอยา่งในทกุคลาสเท่ากนัหรอ่
ใกล้เคียงกัน และวิธีสุ่มลด (undersampling) ลดตัวอย่างใน
คลาสที�มีจัำานวนมากลงเพื่่�อทำาให้จัำานวนตัวอย่างในทุกคลาส
เท่ากันหร่อใกล้เคียงกัน รวมทั�งการแบ่งขึ้้อมูล (split data) 
แบบต่าง ๆ  ทำาให้ค่าการพื่ยากรณ์มีผลต่างกันเน่�องจัากความ
แตกตา่งในชุดขึ้อ้มลูที�ถุกูใชใ้นการสรา้งและทดสอบโมเดล และ
ความแตกต่างในแบบจัำาลองที�ใช้ในการวิเคราะห์ขึ้้อมูล จัาก
การแก้ปัญหาจัะเห็นว่า C4.5 และ C5.0 ให้ผลลัพื่ธ์ที�ไม่ต่าง
จัากเดิมและผลลัพื่ธ์ที�ได้ไม่ต่างกันมากนัก ส่วนวิธี Random 
forest ให้ค่า AUC ที�ดีขึ้้�นเม่�อเปรียบเทียบกับ C4.5 และ C5.0 
ซึ้้�งสูงกว่าประมาณ 15-20% รวมทั�งค่าความระล้ก (recall) ที�
เพื่ิ�มมากขึ้้�น อาจัเกิดขึ้้�นเน่�องจัากคุณสมบัติขึ้องวิธี Random 
forest ใช้วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่ม (ensemble) ขึ้องต้นไม้
ตดัสนิใจัโดยการสุม่ขึ้อ้มลูและสุม่คณุลกัษณะ (feature) ที�ใชใ้น 
การสร้างแต่ละต้นไม้ วิธีการเรียนรู้แบบรวมกลุ่มช่วยลด 
ความเสี�ยงในการเรียนรู้โมเดลจัากขึ้้อมูลที�ไม่สมดุล (class 
imbalance) และช่วยลดการเรียนรู้มากเกินไป (overfitting) 
โดยที�อลักอรทิม้ตน้ไมต้ดัสนิใจั C4.5 และ C5.0 อาจัมแีนวโนม้
ที�จัะเกิดขึ้้�นได้ อีกทั�งวิธี Random forest สร้างต้นไม้หลายต้น
และรวมผลลพัื่ธ์จัากทกุตน้ในการตดัสนิใจั (voting) ซึ้้�งชว่ยลด
ความผิดพื่ลาดและเพื่ิ�มความแม่นยำาขึ้องโมเดล ในทางตรงกัน
ขึ้้ามอัลกอริท้มต้นไม้ตัดสินใจั C4.5 และ C5.0 มีเพื่ียงต้นไม้
ต้นเดียวซึ้้�งมีความหลากหลายที�น้อยกว่า จัากผลลัพื่ธ์ที�ได้วิธี
 Random forest ร่วมกับการสุ่มขึ้้อมูลเพื่ิ�ม (oversampling) 
35% เป็นวิธีที�ดีที�สุดสำาหรับชุดขึ้้อมูลที�ทำาการศ้กษา จัากนั�น 
ผูว้จิัยั ทำาการหาจัำานวนตน้ไม้ที�เหมาะสมและความลก้ขึ้องต้นไม้
พื่ร้อมกับการทำา k-fold cross validation เพื่่�อดูค่าที�เปลี�ยนไป

ในแต่ละรอบ ผลการทดสอบแสดงให้เห็นว่าจัำานวนต้นไม้ที�ดี
ที�สุดค่อ 200 ต้น ความล้กขึ้องต้นไม้ ค่อ 14 และ k-fold ที�ดี
ที�สุดค่อ 7 (k=7) สำาหรับการแก้ปัญหาขึ้้อมูลไม่สมดุลในงาน
วิจัยันี�เป็นอีกหน้�งแงท่ี�สำาคญัที�ช่วยให้โมเดลทำานายได้แม่นยำา
และเสถุยีร ซึ้้�งเปน็ประโยชนใ์นการวเิคราะหโ์รคและการตรวจั
สอบความเสี�ยงในโดเมนทางการแพื่ทย์ ซึ้้�งเปน็งานที�ความถูุก
ต้องและน่าเช่�อถุ่อมีความสำาคัญเป็นอย่างยิ�ง การจััดการกับ
ปัญหาความไม่สมดุลขึ้้อมูลและการแบ่งขึ้้อมูลออกเป็นชุดฝุ่ึก
และชุดทดสอบเป็นปัจัจััยสำาคัญในการทำานาย การสุ่มข้ึ้อมูล
เพื่ิ�มและลดขึ้้อมูลอาจัช่วยปรับปรุงความแม่นยำาขึ้องโมเดล 
แต่อาจัมีผลให้ขึ้้อมูลเสียหายและเพื่ิ�มเวลาในการประมวลผล  
ควรพื่จิัารณาความสมดลุขึ้องขึ้อ้มลูและการแบง่ขึ้อ้มลูใหอ้ยูใ่น
เกณฑ์ที�เหมาะสมในแต่ละกรณีการวิเคราะห์ขึ้้อมูลนั�น ๆ ซึ้้�ง
เปน็สิ�งสำาคญัในการสรา้งโมเดลที�มปีระสทิธภิาพื่ในการจัำาแนก
ขึ้้อมูลทางการแพื่ทย์ ฉะนั�นการเล่อกอัลกอริท้มที�เหมาะสม 
จัะขึ้้�นอยูก่บัความตอ้งการขึ้องงานและลกัษณะขึ้องขึ้อ้มลู และ
อาจัจัะต้องพื่จิัารณาเพื่ิ�มเตมิเกี�ยวกบัความเหมาะสมขึ้องข้ึ้อมลู
และอัลกอริท้มในงานที�มีลักษณะแตกต่างกัน
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บทคดัย่อ 
ในบทความนี� เราคำานวณตวัแพื่รไ่ฟนแ์มนสำาหรบัตวัแกวง่กวดัฮารม์อนกิอยา่งงา่ยควบคูก่บัสนามไฟฟา้คงที�โดยใชว้ธิขีึ้องชวงิเงอร์ 
ซึ้้�งอิงตามผลเฉลยขึ้องสมการไฮเซึ้นเบิร์กสำาหรับตำาแหน่งและตัวดำาเนินการโมเมนตัมแบบบัญญัติ ผลเฉลยดังกล่าวจัะถุูกใช้
เพื่่�อเขึ้ียนตัวดำาเนินการแฮมิลตันตามอันดับขึ้องตัวดำาเนินการตำาแหน่ง  (O) และ  (t) การใช้อันดับตัวดำาเนินการตามเวลา 
ที�เหมาะสมควบคู่ไปกับเง่�อนไขึ้ย่อยและเง่�อนไขึ้เริ�มต้นส่งผลให้ได้ตัวแพื่ร่ดังกล่าว เราพื่บว่าตัวเผยแพื่ร่ที�ได้รับนั�นสอดคล้อง
กับตัวเผยแพื่ร่ที�ได้จัากการใช้ปริพื่ันธ์ตามวิถุีขึ้องไฟน์แมนในงานขึ้อง Poon และ Muñoz (Poon & Muñoz 1999) เราคาดหวัง
ว่าการนำาเสนอเทคนิคนี�จัะช่วยให้อาจัารย์ฟิสิกส์และนักเรียนได้รับการยอมรับในวงกว้างมากขึ้้�น

ค�าส�าคญั: ปริพื่ันธ์ตามวิถุีขึ้องไฟน์แมน, ตัวแพื่ร่, วิธีการขึ้องชวิงเงอร์, สมการไฮน์เซึ้นเบิร์ก

Abstract 
In this article, we compute the Feynman propagator for a simple harmonic oscillator coupled to a constant electric field 
using Schwinger’s method, which is based on the solution of the Heisenberg equations for the position and canonical  
momentum operators. Such solutions are then used to write the ordered Hamiltonian operator of the position  
operators  (O) and  (t). The utilization of proper operator ordering, along with subsidiary and initial conditions, 
results in the yield of such a propagator. We found that the propagator obtained is consistent with the one obtained 
using the Feynman path integral in the work of Poon and Muñoz (Poon & Muñoz 1999). We anticipate that our  
exposition of this technique will contribute to its wider recognition among physics teachers and students.

Keywords: Feynman path integral, propagator, Schwinger’s method, Heisenberg equation
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		  We anticipate that this 
technique will be advantageous and widely recognized for physics students

ท่ีเหมาะสมควบคู่ไปกัับเงื่่อนไขย่อยและเงื่่อนไขเริ่่มต้นส่งผลให้ได้ตััวแพร่ดัังกล่าว เราพบว่าตััวเผยแพร่ท่่ีได้รัับนั้้นสอดคล้อง
กัับตััวเแพร่ที่่ได้จากการใช้ปริิพัันธ์ตามวิิถีของไฟน์แมนในงานของ Poon และ Muñoz (Poon & Muñoz 1999) เราคาดหวังว่า
เทคนิคนี้จะเป็นประโยชน์และเป็นที่ยอมรับอย่างกว้างขวางส�ำหรับนักศึกษาฟิสิกส์
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propagator for such a system. We then compare the 
propagator obtained with the one obtained using the  
Feynman path integral in the work of Poon and Muñoz 
(1999). 

 To establish our notation, we write the Feynman 
propagator for a time independent nonrelativistic system 
with Hamiltonian operator  in the form:

 

   
  

                   

derived the propagators for a damped harmonic 
oscillator with time- dependent mass and frequency 
and a time-dependent inverted harmonic oscillator by 
using Schwinger’s method as well. 

As previously stated, Schwinger's approach 
is commonly employed to derive the propagator of 
non-relativistic systems. However, it is far less widely 
utilized compared to the Feynman path integral.  To 
confirm that Schwinger's method is extremely 
powerful also, our purpose in this paper is to provide 
the reader with the propagator for a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field that is 
computed in a straightforward way by Schwinger’ s 
method, which is based on the solution of the 
Heisenberg operator equations of motion. The use of 
proper operator ordering and the subsidiary and 
initial conditions yields the propagator for such a 
system.  We then compare the propagator obtained 
with the one obtained using the Feynman path 
integral in the work of Poon and Muñoz (1999).   

To establish our notation, we write the 
Feynman propagator for a time independent 
nonrelativistic system with Hamiltonian operator Ĥ  
in the form: 
        ˆ( , ; ) ( ) ( )b a b aK x x x U x   =         (1) 
where ˆ ( )U   is the time evolution operator: 
                 ( )ˆ ˆ( ) exp /U iH = −              (2) 
and  ( )   is the step function defined by 

                  
1 if 0

( )
0 if 0


 




=  
                (3) 

First, observe that for 0  , Eq. ( 1 )  leads to the 
differential equation for the Feynman propagator: 
 

ˆ ˆ( , ; ) expb a b a
ii K x x x H H x 


  = −   

                 

                                                                 (4) 
By using the general relation between operators in 
the Heisenberg and Schrödinger pictures, 
                 ˆ ˆ/ /ˆ ˆ( ) iHt iHt

H SO t e O e−=                (5) 

it is not difficult to show that if x  is an eigenvector 
of the operator X̂  with eigenvalue x , then it is also 
true that 
            ˆ ( ) , ,X t x t x x t=                         (6) 
where 
                    ˆ ˆ/ /ˆ ˆ( ) iHt iHtX t e Xe−=                (7) 
and ,x t  is defined as 

                    ˆ /, iHtx t e x=                      (8) 
Using this notation, the Feynman propagator can be 
written as: 
          ( , ; ) , ,0b a b aK x x x x =                (9) 
where 
          ˆ ( ) , ,b b bX x x x  =                  (10a)                                                                  
          ˆ (0) ,0 ,0a a aX x x x=                 (10b) 
The differential equation for the Feynman propagator, 
Eq.(4), takes the form 

ˆ, ,0 , ,0 ( 0)b a b ai x x x H x  



= 


                 

                                                              (11) 
The form of Eq. (11) is very suggestive and 

is the starting point for the very elegant operator 
method introduced by Schwinger.  The main idea is 
to calculate the matrix element on the right-hand side 
of Eq.  ( 11)  by writing Ĥ  in terms of the operators 
ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately ordered. 

Schwinger’ s method can be summarized by the 
following steps: 

( i)  Solve the Heisenberg equations for the 
operators ˆ ( )X   and ˆ( )P  , which are given by: 

                          

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), , ( ) ( ),i X t X t H i P t P t H
t t
 

= =
 

                                                                  

                                                             (12) 
Equations (12) follow directly from Eq. (5).  

(ii) Use the solutions obtained in step (1) to 
rewrite the Hamiltonian operator Ĥ  as a function of 
the operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X   ordered in such a 
way that in each term of Ĥ , the operator ˆ ( )X   

        (1)

 where Û(τ) is the time evolution operator:

 

   
  

                   

derived the propagators for a damped harmonic 
oscillator with time- dependent mass and frequency 
and a time-dependent inverted harmonic oscillator by 
using Schwinger’s method as well. 

As previously stated, Schwinger's approach 
is commonly employed to derive the propagator of 
non-relativistic systems. However, it is far less widely 
utilized compared to the Feynman path integral.  To 
confirm that Schwinger's method is extremely 
powerful also, our purpose in this paper is to provide 
the reader with the propagator for a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field that is 
computed in a straightforward way by Schwinger’ s 
method, which is based on the solution of the 
Heisenberg operator equations of motion. The use of 
proper operator ordering and the subsidiary and 
initial conditions yields the propagator for such a 
system.  We then compare the propagator obtained 
with the one obtained using the Feynman path 
integral in the work of Poon and Muñoz (1999).   

To establish our notation, we write the 
Feynman propagator for a time independent 
nonrelativistic system with Hamiltonian operator Ĥ  
in the form: 
        ˆ( , ; ) ( ) ( )b a b aK x x x U x   =         (1) 
where ˆ ( )U   is the time evolution operator: 
                 ( )ˆ ˆ( ) exp /U iH = −              (2) 
and  ( )   is the step function defined by 

                  
1 if 0

( )
0 if 0


 




=  
                (3) 

First, observe that for 0  , Eq. ( 1 )  leads to the 
differential equation for the Feynman propagator: 
 

ˆ ˆ( , ; ) expb a b a
ii K x x x H H x 


  = −   

                 

                                                                 (4) 
By using the general relation between operators in 
the Heisenberg and Schrödinger pictures, 
                 ˆ ˆ/ /ˆ ˆ( ) iHt iHt

H SO t e O e−=                (5) 

it is not difficult to show that if x  is an eigenvector 
of the operator X̂  with eigenvalue x , then it is also 
true that 
            ˆ ( ) , ,X t x t x x t=                         (6) 
where 
                    ˆ ˆ/ /ˆ ˆ( ) iHt iHtX t e Xe−=                (7) 
and ,x t  is defined as 

                    ˆ /, iHtx t e x=                      (8) 
Using this notation, the Feynman propagator can be 
written as: 
          ( , ; ) , ,0b a b aK x x x x =                (9) 
where 
          ˆ ( ) , ,b b bX x x x  =                  (10a)                                                                  
          ˆ (0) ,0 ,0a a aX x x x=                 (10b) 
The differential equation for the Feynman propagator, 
Eq.(4), takes the form 

ˆ, ,0 , ,0 ( 0)b a b ai x x x H x  



= 


                 

                                                              (11) 
The form of Eq. (11) is very suggestive and 

is the starting point for the very elegant operator 
method introduced by Schwinger.  The main idea is 
to calculate the matrix element on the right-hand side 
of Eq.  ( 11)  by writing Ĥ  in terms of the operators 
ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately ordered. 

Schwinger’ s method can be summarized by the 
following steps: 

( i)  Solve the Heisenberg equations for the 
operators ˆ ( )X   and ˆ( )P  , which are given by: 

                          

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), , ( ) ( ),i X t X t H i P t P t H
t t
 

= =
 

                                                                  

                                                             (12) 
Equations (12) follow directly from Eq. (5).  

(ii) Use the solutions obtained in step (1) to 
rewrite the Hamiltonian operator Ĥ  as a function of 
the operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X   ordered in such a 
way that in each term of Ĥ , the operator ˆ ( )X   

  (2)

 and θ(τ) is the step function defined by

 

   
  

                   

derived the propagators for a damped harmonic 
oscillator with time- dependent mass and frequency 
and a time-dependent inverted harmonic oscillator by 
using Schwinger’s method as well. 

As previously stated, Schwinger's approach 
is commonly employed to derive the propagator of 
non-relativistic systems. However, it is far less widely 
utilized compared to the Feynman path integral.  To 
confirm that Schwinger's method is extremely 
powerful also, our purpose in this paper is to provide 
the reader with the propagator for a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field that is 
computed in a straightforward way by Schwinger’ s 
method, which is based on the solution of the 
Heisenberg operator equations of motion. The use of 
proper operator ordering and the subsidiary and 
initial conditions yields the propagator for such a 
system.  We then compare the propagator obtained 
with the one obtained using the Feynman path 
integral in the work of Poon and Muñoz (1999).   

To establish our notation, we write the 
Feynman propagator for a time independent 
nonrelativistic system with Hamiltonian operator Ĥ  
in the form: 
        ˆ( , ; ) ( ) ( )b a b aK x x x U x   =         (1) 
where ˆ ( )U   is the time evolution operator: 
                 ( )ˆ ˆ( ) exp /U iH = −              (2) 
and  ( )   is the step function defined by 
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way that in each term of Ĥ , the operator ˆ ( )X   

(4)

 By using the general relation between operators 
in the Heisenberg and Schrödinger pictures,

 

   
  

                   

derived the propagators for a damped harmonic 
oscillator with time- dependent mass and frequency 
and a time-dependent inverted harmonic oscillator by 
using Schwinger’s method as well. 

As previously stated, Schwinger's approach 
is commonly employed to derive the propagator of 
non-relativistic systems. However, it is far less widely 
utilized compared to the Feynman path integral.  To 
confirm that Schwinger's method is extremely 
powerful also, our purpose in this paper is to provide 
the reader with the propagator for a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field that is 
computed in a straightforward way by Schwinger’ s 
method, which is based on the solution of the 
Heisenberg operator equations of motion. The use of 
proper operator ordering and the subsidiary and 
initial conditions yields the propagator for such a 
system.  We then compare the propagator obtained 
with the one obtained using the Feynman path 
integral in the work of Poon and Muñoz (1999).   

To establish our notation, we write the 
Feynman propagator for a time independent 
nonrelativistic system with Hamiltonian operator Ĥ  
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of Eq.  ( 11)  by writing Ĥ  in terms of the operators 
ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately ordered. 

Schwinger’ s method can be summarized by the 
following steps: 

( i)  Solve the Heisenberg equations for the 
operators ˆ ( )X   and ˆ( )P  , which are given by: 

                          

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), , ( ) ( ),i X t X t H i P t P t H
t t
 

= =
 

                                                                  

                                                             (12) 
Equations (12) follow directly from Eq. (5).  

(ii) Use the solutions obtained in step (1) to 
rewrite the Hamiltonian operator Ĥ  as a function of 
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 (ii) Use the solutions obtained in step (1) to 
rewrite the Hamiltonian operator  as a function of the 
operators (0) and (τ) ordered in such a way that 
in each term of , the operator (τ) must appear on 
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Introduction
The calculation of the propagator for a quantum  
mechanical system can be approached through various 
methods. Among these, the most prevalent method involves 
solving the time-dependent Schrödinger equation. Another 
technique entails constructing the matrix element of the 
unitary time operator within the spatial framework. These 
methodologies, along with others, necessitate a profound 
knowledge of the Hamiltonian operator. It is fair to say that 
the Feynman path integral (Feynman, 1948) is a powerful 
and elegant approach for computing the propagator. This 
method harnesses the Lagrangian formalism, transforming  
position and momentum from operators into ordinary 
classical quantities, such as in the famous textbook by 
Feynman and Hibbs (Feynman & Hibbs, 1965), where they 
elucidated the computation of propagators for harmonic 
oscillators by using the Feynman path integral. Recently 
Poon and Muñoz (Poon & Muñoz, 1999) employed this 
technique to compute the non-relativistic propagator for a 
general quadratic Lagrangian—natural point of departure 
if one intends to do perturbation theory in the path integral 
approach. They also applied this approach to calculate 
the propagator of a simple harmonic oscillator coupled 
to a constant electric field. A recent research paper by 
Chaithanapreecha and Yongram (Chaithanapreecha 
& Yongram, 2023) used the Feynman path integral  
to calculate the propagator or a damped harmonic  
oscillator coupled to an electric field. And so on (Cohem,  
1998; Brown & Zhang, 1994; Farina, Maneschy &  
Neves, 1993; Holstein, 1985; Mannheim, 1988).

 Moreover, Schwinger (1951) developed a 
beautiful and powerful method, which is the so-called 
Schwinger’s method (SM), in the context of relativistic 
quantum field theory to treat effective actions in quantum 
electrodynamics (QED). However, Schwinger’s approach 
is highly suited for calculating non-relativistic propagators, 
such as the recent work done by Urrutia and Hernández 
(1984) using Schwinger’s action principle to calculate the 
Feynman propagator for a damped harmonic oscillator 
with a time-dependent frequency under a time-dependent  
external force. To the best of our understanding,  
subsequent to that time, only a limited number of papers 
have been authored utilizing this approach, namely: in 
1986, Urrutia and Manterola (Urrutia & Manterola, 1986)  

used it in the problem of an anharmonic charged  
oscillator under a magnetic field; througout the same 
calendar year, Horing, Cui, and Fiorenza (Horing, Cui, 
& Fiorenza, 1986) applied Schwinger’s method to obtain 
the Green function for crossed time-dependent electric 
and magnetic fields; in 1993, Fararina & Segui-Santonja 
(1993) published a calculation of the Feynman propagator 
for a harmonic oscillator with a time-dependent frequency 
by using Schwinger’s method. Rabello & Farina (1995) 
used a gauge covariant poperatot technique which led 
to a deduced path integral for a charged particle in  
an arbitrary stationary magnetic field, verifying the  
midpoint-rule for the discrete form of the interaction 
term with the vector potential. For evaluating the small 
time propagator they used a method developed by  
Schwinger; Barone, Boschi-Filho & Farina (2003) used 
Schwinger’s method to obtain the Feynman propagator  
for the nonrelativistic harmonic oscillator; Aragão,  
Boschi-Filho, Farina, and Barone (Aragão, Boschi-Filho, 
Farina & Barone, 2007) reconsidered the Feynman  
propagator of two non-relativistic systems: a charged 
particle in a uniformed magnetic field and a charged 
harmonic oscillator in a uniform magnetic field by using 
Schwinger’s method. Instead of solving the Heisenberg 
equations for the position and the canonical momentum  
operator, they applied this method by solving the  
Heisenberg equations for the gauge invariant operators.; 
Pepore, Kirdmanee, and Sukbot (2017) and Thongpool 
& Pepore (2022) derived the propagators for a damped 
harmonic oscillator with time-dependent mass and  
frequency and a time-dependent inverted harmonic  
oscillator by using Schwinger’s method as well.

 As previously stated, Schwinger’s approach 
is commonly employed to derive the propagator of  
non-relativistic systems. However, it is far less widely  
utilized compared to the Feynman path integral. To  
confirm that Schwinger’s method is extremely powerful  
also, our purpose in this paper is to provide the reader  
with the propagator for a simple harmonic oscillator 
coupled to a constant electric field that is computed in 
a straightforward way by Schwinger’s method, which 
is based on the solution of the Heisenberg operator  
equations of motion. The use of proper operator ordering  
and the subsidiary and initial conditions yields the  
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propagator for such a system. We then compare the 
propagator obtained with the one obtained using the  
Feynman path integral in the work of Poon and Muñoz 
(1999). 

 To establish our notation, we write the Feynman 
propagator for a time independent nonrelativistic system 
with Hamiltonian operator  in the form:
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way that in each term of Ĥ , the operator ˆ ( )X   

   (6)

 where

 

   
  

                   

derived the propagators for a damped harmonic 
oscillator with time- dependent mass and frequency 
and a time-dependent inverted harmonic oscillator by 
using Schwinger’s method as well. 

As previously stated, Schwinger's approach 
is commonly employed to derive the propagator of 
non-relativistic systems. However, it is far less widely 
utilized compared to the Feynman path integral.  To 
confirm that Schwinger's method is extremely 
powerful also, our purpose in this paper is to provide 
the reader with the propagator for a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field that is 
computed in a straightforward way by Schwinger’ s 
method, which is based on the solution of the 
Heisenberg operator equations of motion. The use of 
proper operator ordering and the subsidiary and 
initial conditions yields the propagator for such a 
system.  We then compare the propagator obtained 
with the one obtained using the Feynman path 
integral in the work of Poon and Muñoz (1999).   

To establish our notation, we write the 
Feynman propagator for a time independent 
nonrelativistic system with Hamiltonian operator Ĥ  
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the operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X   ordered in such a 
way that in each term of Ĥ , the operator ˆ ( )X   
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 Equations (12) follow directly from Eq. (5). 

 (ii) Use the solutions obtained in step (1) to 
rewrite the Hamiltonian operator  as a function of the 
operators (0) and (τ) ordered in such a way that 
in each term of , the operator (τ) must appear on 
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Introduction
The calculation of the propagator for a quantum  
mechanical system can be approached through various 
methods. Among these, the most prevalent method involves 
solving the time-dependent Schrödinger equation. Another 
technique entails constructing the matrix element of the 
unitary time operator within the spatial framework. These 
methodologies, along with others, necessitate a profound 
knowledge of the Hamiltonian operator. It is fair to say that 
the Feynman path integral (Feynman, 1948) is a powerful 
and elegant approach for computing the propagator. This 
method harnesses the Lagrangian formalism, transforming  
position and momentum from operators into ordinary 
classical quantities, such as in the famous textbook by 
Feynman and Hibbs (Feynman & Hibbs, 1965), where they 
elucidated the computation of propagators for harmonic 
oscillators by using the Feynman path integral. Recently 
Poon and Muñoz (Poon & Muñoz, 1999) employed this 
technique to compute the non-relativistic propagator for a 
general quadratic Lagrangian—natural point of departure 
if one intends to do perturbation theory in the path integral 
approach. They also applied this approach to calculate 
the propagator of a simple harmonic oscillator coupled 
to a constant electric field. A recent research paper by 
Chaithanapreecha and Yongram (Chaithanapreecha 
& Yongram, 2023) used the Feynman path integral  
to calculate the propagator or a damped harmonic  
oscillator coupled to an electric field. And so on (Cohem,  
1998; Brown & Zhang, 1994; Farina, Maneschy &  
Neves, 1993; Holstein, 1985; Mannheim, 1988).

 Moreover, Schwinger (1951) developed a 
beautiful and powerful method, which is the so-called 
Schwinger’s method (SM), in the context of relativistic 
quantum field theory to treat effective actions in quantum 
electrodynamics (QED). However, Schwinger’s approach 
is highly suited for calculating non-relativistic propagators, 
such as the recent work done by Urrutia and Hernández 
(1984) using Schwinger’s action principle to calculate the 
Feynman propagator for a damped harmonic oscillator 
with a time-dependent frequency under a time-dependent  
external force. To the best of our understanding,  
subsequent to that time, only a limited number of papers 
have been authored utilizing this approach, namely: in 
1986, Urrutia and Manterola (Urrutia & Manterola, 1986)  

used it in the problem of an anharmonic charged  
oscillator under a magnetic field; througout the same 
calendar year, Horing, Cui, and Fiorenza (Horing, Cui, 
& Fiorenza, 1986) applied Schwinger’s method to obtain 
the Green function for crossed time-dependent electric 
and magnetic fields; in 1993, Fararina & Segui-Santonja 
(1993) published a calculation of the Feynman propagator 
for a harmonic oscillator with a time-dependent frequency 
by using Schwinger’s method. Rabello & Farina (1995) 
used a gauge covariant poperatot technique which led 
to a deduced path integral for a charged particle in  
an arbitrary stationary magnetic field, verifying the  
midpoint-rule for the discrete form of the interaction 
term with the vector potential. For evaluating the small 
time propagator they used a method developed by  
Schwinger; Barone, Boschi-Filho & Farina (2003) used 
Schwinger’s method to obtain the Feynman propagator  
for the nonrelativistic harmonic oscillator; Aragão,  
Boschi-Filho, Farina, and Barone (Aragão, Boschi-Filho, 
Farina & Barone, 2007) reconsidered the Feynman  
propagator of two non-relativistic systems: a charged 
particle in a uniformed magnetic field and a charged 
harmonic oscillator in a uniform magnetic field by using 
Schwinger’s method. Instead of solving the Heisenberg 
equations for the position and the canonical momentum  
operator, they applied this method by solving the  
Heisenberg equations for the gauge invariant operators.; 
Pepore, Kirdmanee, and Sukbot (2017) and Thongpool 
& Pepore (2022) derived the propagators for a damped 
harmonic oscillator with time-dependent mass and  
frequency and a time-dependent inverted harmonic  
oscillator by using Schwinger’s method as well.

 As previously stated, Schwinger’s approach 
is commonly employed to derive the propagator of  
non-relativistic systems. However, it is far less widely  
utilized compared to the Feynman path integral. To  
confirm that Schwinger’s method is extremely powerful  
also, our purpose in this paper is to provide the reader  
with the propagator for a simple harmonic oscillator 
coupled to a constant electric field that is computed in 
a straightforward way by Schwinger’s method, which 
is based on the solution of the Heisenberg operator  
equations of motion. The use of proper operator ordering  
and the subsidiary and initial conditions yields the  
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must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (23)

 If we substitute this result into Eq. (19), we obtain 

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (24)

 Note that the third term in Eq. (24) is not written  
in the appropriate order. By using the commutation  
relation

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

  (25) 

 It follows immediately that

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (26)

 If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain 
the ordered Hamiltonian:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (27)

 Once the Hamiltonian operator is appropriately 
ordered, we can find the function H(xb,xa;τ) directly from 
its definition, given by Eq. (13):

  

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 
   (28)

 By using Eq. (14), we can express the propagator 
in the following form:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

(29)

 The integration over  in Eq. (29) can be readily 
evaluated:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (30)

 where C(xb,xa) is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii).

 The determination of C(xb,xa) is done with the 
aid of Eqs. (15) and (17). However, we need to rewrite 
the operators (0) and (τ) in terms of the operators  

(τ) and (0), appropriately ordered. For (0) this task 
has already been done (see Eq.(23)), and for (τ) we 
find after substituting Eq. (23) into Eq. (22):

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

        (31)

 Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. 
(15a) it is not difficult to show that:
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with the help of the commutator [ (0), (τ)] (see  
Eq. (25)). We shall refer to the Hamiltonian operator 
written in this way as the ordered Hamiltonian operator  

ord( (τ), (0)). After this ordering, the matrix  
element on the right-hand side of Eq. (11) can be readily 
evaluated:

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

(13)

 where we have defined the function H. The  
latter is a c-number and not an operator. If we substitute 
this result in Eq. (11) and integrate over τ, we obtain:

  

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt
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2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 
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                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  
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 where C(xb,xa) is an arbitrary integration  
constant.

 (iii)The last step is devoted to the calculation of 
C(xb,xa). Its dependence on xb and xa can be determined 
by imposing the following conditions:

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 
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These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
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 
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Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  
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m
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where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 
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ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x
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
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These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
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Derivation of the propagator 
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a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  
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m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 
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  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  
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Eq. (10) together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time:

 

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
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ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
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
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= +
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These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
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
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a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
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m
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where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 
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 After using Eq. (15), there is still a multiplicative 
factor to be determined in C(xb,xa). This can be done 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 
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where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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where we have defined the function H . The latter is 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 
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the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
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dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (18)

 where m is the mass of the particle, ω is 
natural frequency of oscillation, q is an electric charged, 
and  E is an electric field. We rewrite Eq. (18) as the  
time-independent Hamiltonian operator, it reads

 

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 
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ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 
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                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  
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 despite the fact that the operator and are explicitly 
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the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by Eq.(19). 
For simplicity, we choose the latter.
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must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 
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                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
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ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  
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must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 
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ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  
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=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −
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                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

          (20b)

 whose solutions permit us to write for t = τ that

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 
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                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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b a
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H x x
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                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  
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2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2
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2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 
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dt m
=                            (20a) 
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 
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  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  
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 For later convenience, we also write the  
corresponding expression for (τ):

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 
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b

x P x i x x
x
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These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
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
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= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  
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m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 
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2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
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m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 
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dt
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corresponding expression for ˆ( )P   : 
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 
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2
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 To complete step (ii) we need to rewrite (0) 
in terms of (τ) and (0), which can be done directly 
from Eq.(21):
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must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (23)

 If we substitute this result into Eq. (19), we obtain 

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (24)

 Note that the third term in Eq. (24) is not written  
in the appropriate order. By using the commutation  
relation

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

  (25) 

 It follows immediately that

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (26)

 If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain 
the ordered Hamiltonian:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (27)

 Once the Hamiltonian operator is appropriately 
ordered, we can find the function H(xb,xa;τ) directly from 
its definition, given by Eq. (13):

  

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 
   (28)

 By using Eq. (14), we can express the propagator 
in the following form:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

(29)

 The integration over  in Eq. (29) can be readily 
evaluated:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2
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2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
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a

b

m x x x x
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m m
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m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
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b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  
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 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)
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

2 2

2
2
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2 sin

4 sin
2
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
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
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+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (30)

 where C(xb,xa) is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii).

 The determination of C(xb,xa) is done with the 
aid of Eqs. (15) and (17). However, we need to rewrite 
the operators (0) and (τ) in terms of the operators  

(τ) and (0), appropriately ordered. For (0) this task 
has already been done (see Eq.(23)), and for (τ) we 
find after substituting Eq. (23) into Eq. (22):

 

   
  

                   




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                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  
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                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 
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If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 
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                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 
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44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 
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                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 
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                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 
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)
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cos 2
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2
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                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

        (31)

 Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. 
(15a) it is not difficult to show that:
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with the help of the commutator [ (0), (τ)] (see  
Eq. (25)). We shall refer to the Hamiltonian operator 
written in this way as the ordered Hamiltonian operator  

ord( (τ), (0)). After this ordering, the matrix  
element on the right-hand side of Eq. (11) can be readily 
evaluated:

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

(13)

 where we have defined the function H. The  
latter is a c-number and not an operator. If we substitute 
this result in Eq. (11) and integrate over τ, we obtain:

  

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 
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ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
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            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt
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whose solutions permit us to write for t =  that 
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 
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For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
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= − +
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 
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2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
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                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 
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                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
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x P x i x x
x
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= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
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x P x i x x
x
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= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x

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+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 
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m m
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                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
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To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 
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= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (14)

 where C(xb,xa) is an arbitrary integration  
constant.

 (iii)The last step is devoted to the calculation of 
C(xb,xa). Its dependence on xb and xa can be determined 
by imposing the following conditions:

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 
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These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
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 
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Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  
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m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
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despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
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ordering can be done easily with the help of the 
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where we have defined the function H . The latter is 
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result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 
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of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 
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together with the assumption that the usual 
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factor to be determined in C(xb,xa). This can be done 
simply by imposing the propagator initial condition:

 

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 
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where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
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where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 
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After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (19)

 despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work with 
the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by Eq.(19). 
For simplicity, we choose the latter.

 As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations:

 

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

          (20a)

 

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

          (20b)

 whose solutions permit us to write for t = τ that

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (21)

 For later convenience, we also write the  
corresponding expression for (τ):

   
  

                   

must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −



                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

        (22)

 To complete step (ii) we need to rewrite (0) 
in terms of (τ) and (0), which can be done directly 
from Eq.(21):
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must appear on the left-hand side, while the operator 
ˆ (0)X  must appear on the right- hand side.  This 

ordering can be done easily with the help of the 
commutator  ˆ ˆ(0), ( )X X    ( see Eq.  ( 25) ) .  We 
shall refer to the Hamiltonian operator written in this 
way as the ordered Hamiltonian operator

( )ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X . After this ordering, the matrix 
element on the right- hand side of Eq.  ( 11)  can be 
readily evaluated: 

( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

, ; , ,0
b a b ord a

b a b a

x H x x H X X x

H x x x x

  

 

=


     

                                                           (13) 
where we have defined the function H . The latter is 
a c-number and not an operator. If we substitute this 
result in Eq. (11) and integrate over , we obtain: 

(

( ))

, ,0 ( , )exp

, ;

b a b a

b a

ix x C x x d

H x x


 



= −
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                                                                     

                                                                (14) 
where ( , )b aC x x  is an arbitrary integration 
constant. 

(iii)The last step is devoted to the calculation 
of ( , )b aC x x . Its dependence on bx  and ax  can be 
determined by imposing the following conditions: 

 ˆ, ( ) ,0 , ,0b a b a
b

x P x i x x
x

  
= −


(15a) 

ˆ, (0) ,0 , ,0b a b a
a

x P x i x x
x

 
= +


 (15b) 

These equations come from the definitions in Eq. (10) 
together with the assumption that the usual 
commutation relations hold at any time: 
          ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i  = =        (16) 
After using Eq.  ( 15) , there is still a multiplicative 
factor to be determined in ( , )b aC x x .  This can be 
done simply by imposing the propagator initial 
condition: 
           

0
lim , ,0 ( )b a b ax x x x


 
+→

= −         (17) 

 

Derivation of the propagator 
We start the calculation of the propagator for 

a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field by using the Schwinger method.  The 
Hamiltonian operator of this system can be written as  

    
2

2 2ˆ ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2

pH m X qEX
m
   = + −     (18) 

where m is the mass of the particle,   is natural 
frequency of oscillation, q  is an electric charged, 
and E is an electric field.   We rewrite Eq.  ( 18)  as 
the time-independent Hamiltonian operator, it reads 

   
2

2 2ˆ (0) 1ˆ ˆ ˆ(0) (0)
2 2

pH m X qEX
m

= + −      (19) 

despite the fact that the operator and are explicitly 
time dependent. It is matter of choice whether to work 
with the Hamiltonian operator given by Eq.(18) or by 
Eq.(19). For simplicity, we choose the latter. 

As stated in step (i), we start by writing down 
the corresponding Heisenberg equations: 

           
ˆ( )ˆ ( )d P tX t

dt m
=                            (20a) 

            2ˆ ˆ( ) ( )d P t m X t qE
dt

= − +           (20b) 

whose solutions permit us to write for t =  that 

2
2

ˆ(0) 2ˆ ˆ( ) (0)cos sin sin
2

P qEX X
m m

  
 

= + −      

                                                           (21) 
For later convenience, we also write the 
corresponding expression for ˆ( )P   : 
ˆ ˆ ˆ( ) (0)sin (0)cos

sin

P m X P
qE

   




= − +

+
    (22) 

To complete step ( ii)  we need to rewrite ˆ(0)P in 
terms of ˆ ( )X  and ˆ (0)X , which can be done 
directly from Eq.(21): 

 2
2

2ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0)cos sin
sin 2

m qEP X X
m

  
 

= − −      

                                                           (23) 
  If we substitute this result into Eq. (19), we obtain  

 (23)

 If we substitute this result into Eq. (19), we obtain 

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (24)

 Note that the third term in Eq. (24) is not written  
in the appropriate order. By using the commutation  
relation

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

  (25) 

 It follows immediately that

 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (26)

 If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain 
the ordered Hamiltonian:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (27)

 Once the Hamiltonian operator is appropriately 
ordered, we can find the function H(xb,xa;τ) directly from 
its definition, given by Eq. (13):

  

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 
   (28)

 By using Eq. (14), we can express the propagator 
in the following form:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

(29)

 The integration over  in Eq. (29) can be readily 
evaluated:

   
  

                   





2
2 2 2

2

2
2

2 2
2 4

2 2 4

2 2

ˆ ˆ ˆ( ) (0)cos
2sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( )cos ( ) (0)cos
ˆ4 (0) cos sin

2
ˆ4 ( ) 4sin sin ( /2)

2
1 ˆ ˆ(0) (0)
2

mH X X

X X X X

qEX
m

qEX q E
m m

m X qEX

  


   



  

 



= +

− −

+

− +

+ −

        

                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 

  

( )2
2

ˆ(0)ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0)cos sin

2 sin / 2

PX X X X
m

qE
m

  





= +

− 

 

                  sini
m




=                          (25)                                   

It follows immediately that 

    ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) siniX X X X
m

  


= +    (26) 

If we substitute Eq. (26) into Eq. (24), we obtain the 
ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 

Eq. (13): 

  
ˆ, .0

( , ; )
, .0

b a
b a

b a

x H x
H x x

x x





=                                                                  

 ( )



2
2 2 2

2 2
4 2 2 2

2 4 2

2 2
2

csc 2 cot csc
2

44 sin csc sin csc
2 2

4 sin csc cot
2 2

b a b a

a

b

m x x x x

qExq E
m m

qEx i
m

   

  
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (28) 
By using Eq. (14), we can express the propagator in 
the following form: 

 

( ( ) )



2

2 2 2

2 2
4 2

2 4 2

2 2

, ,0 ( , ) exp
2

csc 2 cot csc

4 ( )4 sin csc
2

sin csc cot
2 2

b a b a

b a b a

a b

i mx x C x x d

x x x x

qE x xq E
m m

i

  

  

 
 
  

= −

   + −

 ++ −


  −



     

                                                           (29) 
The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
evaluated: 

 ( ( )

)

 ( )



2 2

2
2

( , ), ,0 exp
2 sinsin

cos 2
2 sin

4 sin
2

sin

b a
b a b a

b a

b a

C x x imx x x x

iqEx x

qEx x
m

qE
m





 




 


= +

 − +

 + −

+

     

                                                           (30) 
where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
( see Eq. ( 23) ) , and for ˆ( )P   we find after 
substituting Eq. (23) into Eq. (22): 

 ˆ ˆ ˆ( ) cot ( ) (0)cos

ˆ (0)sin sin

P m X X
qEm X

    

  


= −

− +
             

                                                                (31) 

 (30)

 where C(xb,xa) is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii).

 The determination of C(xb,xa) is done with the 
aid of Eqs. (15) and (17). However, we need to rewrite 
the operators (0) and (τ) in terms of the operators  

(τ) and (0), appropriately ordered. For (0) this task 
has already been done (see Eq.(23)), and for (τ) we 
find after substituting Eq. (23) into Eq. (22):
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                                                                (24) 
Note that the third term in Eq.  ( 24)  is not written in 
the appropriate order.  By using the commutation 
relation 
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It follows immediately that 
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ordered Hamiltonian: 

         



( )

2
2 2

2

2 2
4 2

2 4 2

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 ( ) (0)cos
2sin

ˆ4 4 (0)sin sin
2 2

ˆ4 ( ) sin / 2 cot
2

ord
mH X X X X

q E qEX
m m
qEX i
m

   


 
 

  


= + −

+ −

− −

     

                                                           (27) 
Once the Hamiltonian operator is 

appropriately ordered, we can find the function 
( , ; )b aH x x    directly from its definition, given by 
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By using Eq. (14), we can express the propagator in 
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The integration over     in Eq.  (29) can be readily 
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where ( , )b aC x x is an arbitrary integration constant 
to be determined according to step (iii). 

The determination of ( , )b aC x x  is done 
with the aid of Eqs. (15) and (17). However, we need 
to rewrite the operators ˆ(0)P  and ˆ( )P   in terms of 
the operators ˆ ( )X   and ˆ (0)X , appropriately 
ordered. For ˆ(0)P  this task has already been done 
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        (31)

 Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. 
(15a) it is not difficult to show that:
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Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
find that 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
( )

  ( )

  ( )



2 2

2
2

, ; , ,0

exp cos
2 sin 2 sin

2 4 sin
2 sin 2

sin

b a b a

b a

b a b a

K x x x x

m im x x
i

iqE qEx x x x
m

qE
m

 

  
  


  

 


=

= +

− + + −

+

     

                                                           (34) 
Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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 Analogously, by substituting Eqs.(23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ∂C(xb,xa)/∂xa = 0. The last two 
relations tell us that C(xb,xa) = C, that is, it is a constant 
independent of xb and xa. In order to determine the value 
of C, we first take the limit τ → 0+ on 〈xb,τ│xa,0〉. If we 
use Eq.(30), we find that
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it is not difficult to show that: 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
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this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
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Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
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 If we compare this result with the initial condition,  
Eq. (17), we obtain C = 

   
  

                   

Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
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. By substituting  
this result for C into Eq.(30), we obtain the desired  
Feynman propagator for the harmonic oscillator:

   
  

                   

Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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Conclusions
 We found the Feynman propagator of a simple 
harmonic oscillator connected to a constant electric field 
using Schwinger’s method, which is usually used in  
quantum field theory but also works well for non-relativistic 
quantum mechanical problems, even though they don’t 
happen very often. Schwinger’s method is based on the 
solution of the Heisenberg equations for the position 
and canonical momentum operators. Such solutions are 
then used to write the ordered Hamiltonian operator of 
the position operators  (O) and  (t). The utilization 
of proper operator ordering, along with subsidiary and 
initial conditions, results in the yield of such a propagator. 
We found that the propagator obtained is consistent with 
the one obtained using the Feynman path integral in the 

work of Poon and Muñoz (1999). Schwinger’s method 
is known for its strong focus on operator formalism  
and its applications in quantum field theory as well as  
non-relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation  
and its broad applicability to various quantum  
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that this 
pedagogical paper may be useful for undergraduate as 
well as graduate students and that a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field may enlarge 
the small list of non-relativistic problems that have been 
treated by such a powerful and elegant method.
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Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
find that 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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 Analogously, by substituting Eqs.(23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ∂C(xb,xa)/∂xa = 0. The last two 
relations tell us that C(xb,xa) = C, that is, it is a constant 
independent of xb and xa. In order to determine the value 
of C, we first take the limit τ → 0+ on 〈xb,τ│xa,0〉. If we 
use Eq.(30), we find that

 

   
  

                   

Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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                    (32) 

Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
find that 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
find that 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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 If we compare this result with the initial condition,  
Eq. (17), we obtain C = 

   
  

                   

Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 

0 +→ on , ,0b ax x .  If we use Eq. ( 30) , we 
find that 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
 
Acknowledgements 

The authors would like to acknowledge the 
Department of Science, Faculty of Science and 
Agricultural Technology, Rajamangala University of 
Technology Lanna Tak and the Department of 
Physics, Faculty of Science, Naresuan University for 
their assistance in providing necessary facilities. 
 
References 
Feynman, R.  P.  ( 1948) .  Space-Time Approach to 

Non- Relativistic Quantum Mechanics. 
Reviews of Modern Physics, 20 ( 2) , 367–
387.  

Feynman, R. P., Hibbs, A. R. & Styer, D. F. (2010). 
Quantum mechanics and path integrals, 
Dover, New York.  

Poon, K.  & Muñoz, G.  ( 1999) .  Path integrals and 
propagators for quadratic Lagrangians in 
three dimensional.  American Journal of 
Physics, 67(6), 547-549. 

sc 053-2023 

. By substituting  
this result for C into Eq.(30), we obtain the desired  
Feynman propagator for the harmonic oscillator:

   
  

                   

Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 
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find that 

 ( ) 2

0 0
lim , ,0 lim exp

2b a b a
C imx x x x

 


+ +→ →
= −                 

                                               

         ( )2
b a

iC x x
m
 


= −                      (33) 

If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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Conclusions
 We found the Feynman propagator of a simple 
harmonic oscillator connected to a constant electric field 
using Schwinger’s method, which is usually used in  
quantum field theory but also works well for non-relativistic 
quantum mechanical problems, even though they don’t 
happen very often. Schwinger’s method is based on the 
solution of the Heisenberg equations for the position 
and canonical momentum operators. Such solutions are 
then used to write the ordered Hamiltonian operator of 
the position operators  (O) and  (t). The utilization 
of proper operator ordering, along with subsidiary and 
initial conditions, results in the yield of such a propagator. 
We found that the propagator obtained is consistent with 
the one obtained using the Feynman path integral in the 

work of Poon and Muñoz (1999). Schwinger’s method 
is known for its strong focus on operator formalism  
and its applications in quantum field theory as well as  
non-relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation  
and its broad applicability to various quantum  
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that this 
pedagogical paper may be useful for undergraduate as 
well as graduate students and that a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field may enlarge 
the small list of non-relativistic problems that have been 
treated by such a powerful and elegant method.
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Then, by inserting Eqs. (31) and (30) into Eq. (15a) 
it is not difficult to show that: 
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Analogously, by substituting Eqs. (23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ( , ) / 0b a aC x x x  = . The 
last two relations tell us that ( , )b aC x x C= , that is, 
it is a constant independent of bx  and ax .  In order 
to determine the value of C , we first take the limit 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
(17), we obtain / 2C m i = .  By substituting 
this result for C  into Eq.(30), we obtain the desired 
Feynman propagator for the harmonic oscillator: 
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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 Analogously, by substituting Eqs.(23) and (30) into 
Eq. (15b) we have that ∂C(xb,xa)/∂xa = 0. The last two 
relations tell us that C(xb,xa) = C, that is, it is a constant 
independent of xb and xa. In order to determine the value 
of C, we first take the limit τ → 0+ on 〈xb,τ│xa,0〉. If we 
use Eq.(30), we find that
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Conclusions 

We found the Feynman propagator of a 
simple harmonic oscillator connected to a constant 
electric field using Schwinger's method, which is 
usually used in quantum field theory but also works 
well for non- relativistic quantum mechanical 
problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
Heisenberg equations for the position and canonical 
momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
this pedagogical paper may be useful for 
undergraduate as well as graduate students and that 
a simple harmonic oscillator coupled to a constant 
electric field may enlarge the small list of non-
relativistic problems that have been treated by such 
a powerful and elegant method. 
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If we compare this result with the initial condition, Eq. 
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problems, even though they don't happen very often. 
Schwinger’ s method is based on the solution of the 
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momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
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 If we compare this result with the initial condition,  
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momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
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Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
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systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that 
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. By substituting  
this result for C into Eq.(30), we obtain the desired  
Feynman propagator for the harmonic oscillator:
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momentum operators.  Such solutions are then used 
to write the ordered Hamiltonian operator of the 
position operators ˆ (0)X  and ˆ ( )X  .  The utilization 

of proper operator ordering, along with subsidiary 
and initial conditions, results in the yield of such a 
propagator.  We found that the propagator obtained 
is consistent with the one obtained using the 
Feynman path integral in the work of Poon and 
Muñoz (1999) .  Schwinger's method is known for its 
strong focus on operator formalism and its 
applications in quantum field theory as well as non-
relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation 
and its broad applicability to various quantum 
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Conclusions
 We found the Feynman propagator of a simple 
harmonic oscillator connected to a constant electric field 
using Schwinger’s method, which is usually used in  
quantum field theory but also works well for non-relativistic 
quantum mechanical problems, even though they don’t 
happen very often. Schwinger’s method is based on the 
solution of the Heisenberg equations for the position 
and canonical momentum operators. Such solutions are 
then used to write the ordered Hamiltonian operator of 
the position operators  (O) and  (t). The utilization 
of proper operator ordering, along with subsidiary and 
initial conditions, results in the yield of such a propagator. 
We found that the propagator obtained is consistent with 
the one obtained using the Feynman path integral in the 

work of Poon and Muñoz (1999). Schwinger’s method 
is known for its strong focus on operator formalism  
and its applications in quantum field theory as well as  
non-relativistic quantum theory, whereas the path integral 
method is renowned for its probabilistic interpretation  
and its broad applicability to various quantum  
systems, making it an extremely powerful tool in both 
theoretical and computational physics. We hope that this 
pedagogical paper may be useful for undergraduate as 
well as graduate students and that a simple harmonic 
oscillator coupled to a constant electric field may enlarge 
the small list of non-relativistic problems that have been 
treated by such a powerful and elegant method.
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บทน�า
กรมอุตุนิยมวิทยา ได้ติดตั�งสถุานีตรวจัอากาศผิวพื่่�นในเก่อบ
ทกุจังัหวดั จัำานวน 127 สถุาน ีเพื่่�อตรวจัวดัขึ้อ้มลูสารประกอบ
อตุนุยิมวทิยา โดยแตล่ะสถุานมีรีะยะทางหา่งไกลกนัมาก ทำาให้
ค่าการตรวจัวัดทางอุตุนิยมวิทยาบางชนิดขึ้้อมูลไม่ใช่ขึ้้อมูลที�
เป็นตัวแทนขึ้องพื่่�นที�แต่ละแห่ง (WMO-No.8) ทำาให้นักวิจััย
ด้านเทคโนโลยีการผลิตพื่่ชและเกษตรกรแปลงใหญ่บางพื่่�นที�
ไมม่ขีึ้อ้มลูที�ตอ้งการเพื่่�อบริหารจัดัการให้เหมาะสมกับพื่่�นที�และ
ชนิดพื่่ช โดยเฉพื่าะภาคการเกษตรจัำาเป็นที�ต้องใช้ประโยชน์
จัากขึ้อ้มลูพื่ยากรณ์อากาศและข้ึ้อมลูการตรวจัอากาศที�มคีวาม
ถุูกต้องแม่นยำา และมีขึ้้อมูลการตรวจัวัดสภาพื่อากาศแบบ 
เรียลไทม์ในพื่่�นที�เพื่าะปลูกขึ้องตน ซึ้้�งเป็นเคร่�องม่อสำาคัญใน
การบรหิารจัดัการผลิตผลใหห้มาะสมตามสภาพื่ภมูอิากาศและ
เพื่ิ�มผลผลิตให้สูงขึ้้�น (Sonam Tenzin, 2017) แม้ว่าปัจัจัุบัน
จัะมีชุดตรวจัวัดอากาศจัำาหน่ายยราคาตั�งแต่ราคาหลักร้อย 
จันถุ้งหลักหม่�นบาท แต่หากจัะให้ขึ้้อมูลตรวจัวัดเป็นที�เช่�อถุ่อ 
จัะตอ้งใช้เคร่�องมอ่ตรวจัวัดที�มคีวามถุกูตอ้งและแม่นยำาเหมาะสม 
กับการปฏิบัติงาน (คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยสงขึ้ลา
นครินทร์) 

 จัากปัญหาดังกล่าวทำาให้เกิดแนวคิดในการพื่ัฒนา
ตน้แบบชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามตน้ทนุตำ�าประกอบ
ดว้ยเซึ้นเซึ้อรท์ี�ผา่นการสอบเทยีบมาตรฐานเคร่�องมอ่ จัำานวน  
5 ชนิด ได้แก่ เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพัื่ทธ์  
ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินและความเขึ้้มแสง รวมทั�งพื่ัฒนา
ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) 
เพื่่�อแสดงผลขึ้อ้มลูการตรวจัวดัออนไลนผ์า่นเวบ็แอปพื่ลเิคชนั
และระบบสมาร์ทโฟนที�ใช้ไอโอเอส (iOS) และแอนดรอยด์ 
(Android) แบบเรยีลไทม์ เพื่่�อใหน้กัวจิัยัและเกษตรกรมีขึ้อ้มูล
สำาหรับการวางแผนการเพื่าะปลูกในแปลงเกษตรขึ้องตนเอง 
เกิดการปรับเปลี�ยนรูปแบบเกษตรกรรมจัากเดิมที�ผลผลิตไม่
แน่นอนขึ้้�นอยู่กับสภาพื่ดินฟ้าอากาศเป็นการทำาเกษตรกรรม
แบบนำาเทคโนโลยีมาใช้เพื่่�อลดค่าใช้จัา่ย ชว่ยยกระดับผลผลิต
ให้มีคุณภาพื่สูง ก้าวสู่การเป็นเกษตรกรยุคสมัยใหม่ที�ทำาน้อย
ได้มาก

แนวคิด ทฤษฎีีและกรอบแนวคิด
 การพฒันาชุดตรวจอากาศึอตัโนมติัภาคสนาม
มีแนวคิด ทฤษฎีีและกรอบแนวคิดงานวิจยั ดังนี�

Abstract 
The purpose of the research was to develop an automatic in-field weather station specifically for use in agricultural 
environments. The station was set up for use in a variety of weather conditions and research plant species. To  
present the data collected, a smart system named Met4Agriculture was developed. Five sensors were included in the 
solar powered in-field weather station design: light intensity, temperature, relative humidity, rainfall, and soil moisture 
measured at a depth of 10 centimeters. The Thai Meteorological Department calibrated sensors for temperature,  
relative humidity, rainfall, and soil moisture; Silpakorn University was responsible for the calibration of the light intensity 
sensor. The calibration results showed that temperature and relative humidity sensors had an accuracy deviation of 
approximately 1 °C and 1-3 %RH, respectively. The variance of the rainfall sensor was + 3 mm. The variance of the 
rainfall sensor was + 3 mm. The light intensity sensor had a deviation 1.17 times less than the actual measured value. 
The soil moisture sensor’s measured moisture level trended in the same direction as the calculated soil moisture level, 
with a coefficient of correlation between the two values close to 1. Additionally, a program was designed to run on 
the LILYGO system and develop the Met4Agriculture program. The system could connect data from the IoT NETPIE 
system to display the measurement data from the station. The program referenced the station’s measurement points 
using the ID and token from the NETPIE system and further developed it into the Met4Agriculture Application, which 
is compatible with all platforms. It can display historical data for analysis of seasonal changes and set thresholds for 
each parameter that impacts agricultural crop performance during different seasons.

 This research outcome enables the development of a low-cost prototype for an automatic in-field weather 
station monitoring system for agricultural field. The prototype system shows statistically significant measurement  
accuracy comparable to that of standard instruments. The developed stations were installed in all five regions in  
Thailand, this system can continuously collect, transmit, and display real-time monitoring data through a web  
application and real-time mobile applications, compatible with both iOS and Android operating systems.

Keywords: Automatic weather station system, Met4Agriculture program, IoT NETPIE system, sensor
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บทคดัย่อ 
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อพัื่ฒนาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามสำาหรับติดตั�งในแปลงเกษตรที�มีสภาพื่อากาศและ 
ชนิดพื่่ชแตกต่างกันและแสดงผลการตรวจัวัดในระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) โดยออกแบบ 
ชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัใิหก้ารทำางานขึ้องอปุกรณภ์ายในใชพ้ื่ลงังานแสงอาทติยแ์ละประกอบดว้ยเซึ้นเซึ้อร ์5 ชนดิ คอ่ เซึ้นเซึ้อร์
ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณฝุ่น ความเขึ้้มแสง ความช่�นในดินที�ระดับความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตร โดย
เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอณุหภูม ิความช่�นสัมพัื่ทธ์ ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินผา่นการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องมอ่จัากกรมอุตนุยิมวิทยา  
และความเขึ้้มแสงผ่านการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องม่อจัากมหาวิทยาลัยศิลปากร ผลการสอบเทียบพื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัด
อุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์มีความคลาดเคล่�อนประมาณ 1 องศาเซึ้ลเซึ้ียส และ 1-3 %RH ตามลำาดับ เซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณนำ�า
ฝุ่นมีความคลาดเคล่�อน + 3 มิลลิเมตร เซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสงวัดค่าความสว่างน้อยกว่าค่าตรวจัวัดจัริง 1.17 เท่า เซึ้นเซึ้อร์
วัดความช่�นในดินมีค่าความช่�นที�วัดได้กับปริมาณความช่�นในดินที�คำานวณมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันและค่าสัมประสิทธิ์
สหสัมพัื่นธ์ระหว่างค่าทั�งสองเข้ึ้าใกล้ 1 นอกจัากนี�ได้ออกแบบโปรแกรมทำางานบนลิลี�โก (LILYGO) และพัื่ฒนาโปรแกรม  
Met4Agriculture โดยระบบจัะเช่�อมต่อข้ึ้อมูลจัากระบบไอโอที เน็ตพื่าย (IoT NETPIE) เพื่่�อนำาขึ้้อมูลตรวจัวัดจัากสถุานีมา
แสดงผล โปรแกรมจัะอ้างอิงจัุดสถุานีตรวจัวัดจัาก id และ token จัากระบบ NETPIE และพื่ัฒนาต่อยอดเป็น Met4Agriculture  
Application รองรับทุกแพื่ลตฟอร์ม สามารถุแสดงค่าขึ้้อมูลที�บนัท้กไว้ในอดีตเพื่่�อวเิคราะห์การเปลี�ยนแปลงในฤดูกาลต่างๆ และ
กำาหนดค่าเทรชโฮลด์ (threshold) ในแต่ละพื่ารามิเตอร์ที�จัะมีผลกระทบต่อพื่่ชผลทางการเกษตรในแต่ละช่วงฤดูได้

 ผลการวจิัยันี�สามารถุพัื่ฒนาชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัติน้แบบตน้ทนุตำ�าที�มคีวามคลาดเคล่�อนในการตรวจัวดัไมแ่ตกตา่ง
จัากเคร่�องม่อมาตรฐานอย่างมีนัยสำาคัญทางสถุิติ และเม่�อนำาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติที�พื่ัฒนาแล้วไปติดตั�งในพื่่�นที�ทั�ง 5 ภาค
ขึ้องประเทศไทย สามารถุรับ-ส่งและแสดงผลขึ้้อมูลการตรวจัวัดออนไลน์ผ่านเว็บแอปพื่ลิเคชันและระบบสมาร์ทโฟนที�ใช้ระบบ
ปฏิบัติการไอโอเอสและแอนดรอยด์แบบเรียลไทม์ได้อย่างต่อเน่�อง

ค�าส�าคญั: ชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ, โปรแกรม Met4Agriculture, ระบบ IoT NETPIE, เซึ้นเซึ้อร์

1 ผู้อำานวยการศูนย์อุตุนิยมวิทยาภาคตะวันออกเฉียงเหน่อตอนบน, ศูนย์อุตุนิยมวิทยาภาคตะวันออกเฉียงเหน่อตอนบน ถุนนมะลิวัลย์  
 ตำาบลบ้านเป็ด อำาเภอเม่อง จัังหวัดขึ้อนแก่น 40000

2 นักอุตุนิยมวิทยา ชำานาญการพื่ิเศษ, ส่วนอากาศการบินสุราษฎร์ธานี ตำาบลหัวเตย อำาเภอพืุ่นพื่ิน จัังหวัดสุราษฎร์ธานี 84130
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บทน�า
กรมอุตุนิยมวิทยา ได้ติดตั�งสถุานีตรวจัอากาศผิวพื่่�นในเก่อบ
ทกุจังัหวดั จัำานวน 127 สถุาน ีเพื่่�อตรวจัวดัขึ้อ้มลูสารประกอบ
อตุนุยิมวทิยา โดยแตล่ะสถุานมีรีะยะทางหา่งไกลกนัมาก ทำาให้
ค่าการตรวจัวัดทางอุตุนิยมวิทยาบางชนิดขึ้้อมูลไม่ใช่ขึ้้อมูลที�
เป็นตัวแทนขึ้องพื่่�นที�แต่ละแห่ง (WMO-No.8) ทำาให้นักวิจััย
ด้านเทคโนโลยีการผลิตพื่่ชและเกษตรกรแปลงใหญ่บางพื่่�นที�
ไมม่ขีึ้อ้มลูที�ตอ้งการเพื่่�อบริหารจัดัการให้เหมาะสมกับพื่่�นที�และ
ชนิดพื่่ช โดยเฉพื่าะภาคการเกษตรจัำาเป็นที�ต้องใช้ประโยชน์
จัากขึ้อ้มลูพื่ยากรณ์อากาศและข้ึ้อมลูการตรวจัอากาศที�มคีวาม
ถุูกต้องแม่นยำา และมีขึ้้อมูลการตรวจัวัดสภาพื่อากาศแบบ 
เรียลไทม์ในพื่่�นที�เพื่าะปลูกขึ้องตน ซึ้้�งเป็นเคร่�องม่อสำาคัญใน
การบรหิารจัดัการผลิตผลใหห้มาะสมตามสภาพื่ภูมอิากาศและ
เพื่ิ�มผลผลิตให้สูงขึ้้�น (Sonam Tenzin, 2017) แม้ว่าปัจัจัุบัน
จัะมีชุดตรวจัวัดอากาศจัำาหน่ายยราคาตั�งแต่ราคาหลักร้อย 
จันถุ้งหลักหม่�นบาท แต่หากจัะให้ขึ้้อมูลตรวจัวัดเป็นที�เช่�อถุ่อ 
จัะตอ้งใช้เคร่�องมอ่ตรวจัวัดที�มคีวามถุกูตอ้งและแม่นยำาเหมาะสม 
กับการปฏิบัติงาน (คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยสงขึ้ลา
นครินทร์) 

 จัากปัญหาดังกล่าวทำาให้เกิดแนวคิดในการพื่ัฒนา
ตน้แบบชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามตน้ทนุตำ�าประกอบ
ดว้ยเซึ้นเซึ้อรท์ี�ผา่นการสอบเทยีบมาตรฐานเคร่�องมอ่ จัำานวน  
5 ชนิด ได้แก่ เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพัื่ทธ์  
ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินและความเขึ้้มแสง รวมทั�งพื่ัฒนา
ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) 
เพื่่�อแสดงผลขึ้อ้มลูการตรวจัวดัออนไลนผ์า่นเวบ็แอปพื่ลเิคชนั
และระบบสมาร์ทโฟนที�ใช้ไอโอเอส (iOS) และแอนดรอยด์ 
(Android) แบบเรยีลไทม์ เพื่่�อใหน้กัวจิัยัและเกษตรกรมีขึ้อ้มูล
สำาหรับการวางแผนการเพื่าะปลูกในแปลงเกษตรขึ้องตนเอง 
เกิดการปรับเปลี�ยนรูปแบบเกษตรกรรมจัากเดิมที�ผลผลิตไม่
แน่นอนขึ้้�นอยู่กับสภาพื่ดินฟ้าอากาศเป็นการทำาเกษตรกรรม
แบบนำาเทคโนโลยีมาใช้เพื่่�อลดค่าใช้จัา่ย ชว่ยยกระดับผลผลิต
ให้มีคุณภาพื่สูง ก้าวสู่การเป็นเกษตรกรยุคสมัยใหม่ที�ทำาน้อย
ได้มาก

แนวคิด ทฤษฎีีและกรอบแนวคิด
 การพฒันาชุดตรวจอากาศึอตัโนมติัภาคสนาม
มีแนวคิด ทฤษฎีีและกรอบแนวคิดงานวิจยั ดังนี�

Abstract 
The purpose of the research was to develop an automatic in-field weather station specifically for use in agricultural 
environments. The station was set up for use in a variety of weather conditions and research plant species. To  
present the data collected, a smart system named Met4Agriculture was developed. Five sensors were included in the 
solar powered in-field weather station design: light intensity, temperature, relative humidity, rainfall, and soil moisture 
measured at a depth of 10 centimeters. The Thai Meteorological Department calibrated sensors for temperature,  
relative humidity, rainfall, and soil moisture; Silpakorn University was responsible for the calibration of the light intensity 
sensor. The calibration results showed that temperature and relative humidity sensors had an accuracy deviation of 
approximately 1 °C and 1-3 %RH, respectively. The variance of the rainfall sensor was + 3 mm. The variance of the 
rainfall sensor was + 3 mm. The light intensity sensor had a deviation 1.17 times less than the actual measured value. 
The soil moisture sensor’s measured moisture level trended in the same direction as the calculated soil moisture level, 
with a coefficient of correlation between the two values close to 1. Additionally, a program was designed to run on 
the LILYGO system and develop the Met4Agriculture program. The system could connect data from the IoT NETPIE 
system to display the measurement data from the station. The program referenced the station’s measurement points 
using the ID and token from the NETPIE system and further developed it into the Met4Agriculture Application, which 
is compatible with all platforms. It can display historical data for analysis of seasonal changes and set thresholds for 
each parameter that impacts agricultural crop performance during different seasons.

 This research outcome enables the development of a low-cost prototype for an automatic in-field weather 
station monitoring system for agricultural field. The prototype system shows statistically significant measurement  
accuracy comparable to that of standard instruments. The developed stations were installed in all five regions in  
Thailand, this system can continuously collect, transmit, and display real-time monitoring data through a web  
application and real-time mobile applications, compatible with both iOS and Android operating systems.

Keywords: Automatic weather station system, Met4Agriculture program, IoT NETPIE system, sensor
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บทคดัย่อ 
งานวิจััยนี�มีวัตถุุประสงค์เพื่่�อพัื่ฒนาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามสำาหรับติดตั�งในแปลงเกษตรที�มีสภาพื่อากาศและ 
ชนิดพื่่ชแตกต่างกันและแสดงผลการตรวจัวัดในระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) โดยออกแบบ 
ชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัใิหก้ารทำางานขึ้องอปุกรณภ์ายในใชพ้ื่ลงังานแสงอาทติยแ์ละประกอบดว้ยเซึ้นเซึ้อร ์5 ชนดิ คอ่ เซึ้นเซึ้อร์
ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณฝุ่น ความเขึ้้มแสง ความช่�นในดินที�ระดับความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตร โดย
เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอณุหภูม ิความช่�นสัมพัื่ทธ์ ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินผา่นการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องมอ่จัากกรมอุตนุยิมวิทยา  
และความเขึ้้มแสงผ่านการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องม่อจัากมหาวิทยาลัยศิลปากร ผลการสอบเทียบพื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัด
อุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์มีความคลาดเคล่�อนประมาณ 1 องศาเซึ้ลเซึ้ียส และ 1-3 %RH ตามลำาดับ เซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณนำ�า
ฝุ่นมีความคลาดเคล่�อน + 3 มิลลิเมตร เซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสงวัดค่าความสว่างน้อยกว่าค่าตรวจัวัดจัริง 1.17 เท่า เซึ้นเซึ้อร์
วัดความช่�นในดินมีค่าความช่�นที�วัดได้กับปริมาณความช่�นในดินที�คำานวณมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันและค่าสัมประสิทธิ์
สหสัมพัื่นธ์ระหว่างค่าทั�งสองเข้ึ้าใกล้ 1 นอกจัากนี�ได้ออกแบบโปรแกรมทำางานบนลิลี�โก (LILYGO) และพัื่ฒนาโปรแกรม  
Met4Agriculture โดยระบบจัะเช่�อมต่อข้ึ้อมูลจัากระบบไอโอที เน็ตพื่าย (IoT NETPIE) เพื่่�อนำาขึ้้อมูลตรวจัวัดจัากสถุานีมา
แสดงผล โปรแกรมจัะอ้างอิงจัุดสถุานีตรวจัวัดจัาก id และ token จัากระบบ NETPIE และพื่ัฒนาต่อยอดเป็น Met4Agriculture  
Application รองรับทุกแพื่ลตฟอร์ม สามารถุแสดงค่าขึ้้อมูลที�บนัท้กไว้ในอดีตเพื่่�อวเิคราะห์การเปลี�ยนแปลงในฤดูกาลต่างๆ และ
กำาหนดค่าเทรชโฮลด์ (threshold) ในแต่ละพื่ารามิเตอร์ที�จัะมีผลกระทบต่อพื่่ชผลทางการเกษตรในแต่ละช่วงฤดูได้

 ผลการวจิัยันี�สามารถุพัื่ฒนาชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัติน้แบบตน้ทนุตำ�าที�มคีวามคลาดเคล่�อนในการตรวจัวดัไมแ่ตกตา่ง
จัากเคร่�องม่อมาตรฐานอย่างมีนัยสำาคัญทางสถุิติ และเม่�อนำาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติที�พื่ัฒนาแล้วไปติดตั�งในพื่่�นที�ทั�ง 5 ภาค
ขึ้องประเทศไทย สามารถุรับ-ส่งและแสดงผลขึ้้อมูลการตรวจัวัดออนไลน์ผ่านเว็บแอปพื่ลิเคชันและระบบสมาร์ทโฟนที�ใช้ระบบ
ปฏิบัติการไอโอเอสและแอนดรอยด์แบบเรียลไทม์ได้อย่างต่อเน่�อง

ค�าส�าคญั: ชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ, โปรแกรม Met4Agriculture, ระบบ IoT NETPIE, เซึ้นเซึ้อร์
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ในส่วนขึ้องอุปกรณ์ NETPIE มี Client Library หร่อที�เรียก
ว่า Microgear ทำาหน้าที�สร้างและดูแลช่องทางส่�อสารระหว่าง
อปุกรณก์บั NETPIE รวมไปถุง้รกัษาความปลอดภยัในการสง่

ขึ้อ้มลู Microgear เปน็ Open Source และสามารถุดาวนโ์หลด
ไดจ้ัาก https://github.com/netpieio(https://netpie.io/tutorials) 

กรอบแนวคิดงานวิจยั
   

  

                   

 
Figure 1 Conceptual Framework 

กรอบแนวคิดงานวิจัย (แสดงในรูปที� 1) จะพัฒนาชุด

ตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามต้นทุนตํ�าชุดเลก็สําหรบั

ติดตั �งในแปลงเกษตร ประกอบด้วยเซนเซอร์ 5 ชนิด 

สําหรบัตรวจวัดอุณหภูม ิความชื�นสมัพทัธ์ ปริมาณฝน 

ความชื�นในดนิที�ระดบัความลกึจากผวิดนิ �� เซนตเิมตร

และความเขม้แสง โดยเซนเซอร์ 5 ชนิดนี�ผ่านการสอบ

เทียบมาตรฐานเครื�องมือจากกรมอุตุนิยมวิทยาและ

มหาวทิยาลยัศลิปากร รวมทั �งออกแบบตูค้วบคุมชุดตรวจ

อากาศอตัโนมตัภิาคสนาม ระบบการทํางานของอุปกรณ์

ภายในใช้พลงังานแสงอาทติย์ และพฒันาระบบสมาร์ท

อุตุนิยมวิทยาเพื�อการเกษตร (Met4Agriculture) ที�มี

หลกัการทาํงานเริ�มจากเซนเซอร์ตรวจวดัต่างๆ ส่งขอ้มลู

ผ่านสายสัญญาณ โดยถังฝนจะส่งข้อมูลแบบดิจิทัล

เอาต์พุต (Digital output (DO)) มีค่า 0/1 ซึ�งจะมีค่า 1 

เมื�อมีการกระดก (tip) ของตวัตรวจวดัค่าที�ได้จะรบัดว้ย

ดิ จิ ทั ล อิ น พุ ต  ( Digital Input (DI)) ข อ ง ตั ว  IO 

(Input/Output module) ส่วนเครื�องมือตรวจวดัอื�นๆ จะ

ส่งข้อมูลการตรวจวัดเป็นข้อมูลออกแบบแอนะล็อก 

(Analog Output (AO))  ที�อาจจะมีสัญญาณค่าโวลต์ V 

หรอืแอมป์ A  ขึ�นกบัชนิดอุปกรณ์ตรวจวดั  ค่าที�ไดจ้ะรบั

ด้ว ยแอนะล็อกอิน พุต  (Analog Input) ข องตัว  IO 

(Input/Output module) และมโีปรแกรมประมวลผลการ

ทํางานบนระบบควบคุมและหน่วยทํางานระยะไกล 

(Remote terminal unit (RTU)) โดยการทํางานแบ่งเป็น 

� ส่วน คอื   

      - โปรแกรม Logger ที�ร ับส่งข้อมูลจาก IO 

Module เพื�อนํามาบันทึกลงฐานข้อมูล และสั �งงาน IO 

เพื�อควบคุมการทํางานอุปกรณ์ดเีลย์ (Relay) ภายนอก 

เพื�อปิด-เปิดการทํางานอุปกรณ์บางอย่าง เช่น มอเตอร์

รดนํ�า เป็นตน้ 

     - โปรแกรม Web service ที�ใหบ้รกิารขอ้มูลไป

ยงัโปรแกรมประยุกต์สําหรบัอุปกรณ์เคลื�อนที� (Mobile 

application) เพื�อนําขอ้มลูไปแสดงผล 

วิธีดาํเนินการวิจยั  

การดาํเนินงานวจิยัแบ่งการดาํเนินงานออกเป็น 

� ส่วน คอื การพฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมตัแิละการ

พฒันาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวทิยา มรีายละเอยีดขั �นตอน

การดาํเนินงานแต่ละส่วนแสดงในรปูที� 2 ดงันี�  

 

Figure 1 Conceptual Framework

 กรอบแนวคิดงานวิจััย (Figure 1) จัะพื่ัฒนาชุด 
ตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามตน้ทนุตำ�าชดุเลก็สำาหรบัตดิตั�ง
ในแปลงเกษตร ประกอบดว้ยเซึ้นเซึ้อร ์5 ชนดิ สำาหรบัตรวจัวดั 
อุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินที�ระดับ
ความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตรและความเขึ้้มแสง โดย
เซึ้นเซึ้อร์ 5 ชนิดนี�ผ่านการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องม่อจัาก
กรมอุตุนิยมวิทยาและมหาวิทยาลัยศิลปากร รวมทั�งออกแบบ
ตูค้วบคุมชุดตรวจัอากาศอตัโนมัตภิาคสนาม ระบบการทำางาน
ขึ้องอุปกรณ์ภายในใช้พื่ลังงานแสงอาทิตย์ และพื่ัฒนาระบบ
สมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) ที�มี
หลักการทำางานเริ�มจัากเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดต่างๆ ส่งขึ้้อมูลผ่าน
สายสญัญาณ โดยถุงัฝุ่นจัะสง่ขึ้อ้มลูแบบดจิัทิลัเอาตพ์ื่ตุ (Digital 
output (DO)) มีค่า 0/1 ซึ้้�งจัะมีค่า 1 เม่�อมีการกระดก (tip) 
ขึ้องตัวตรวจัวัดค่าที�ได้จัะรับด้วยดิจัิทัลอินพุื่ต (Digital Input 
(DI)) ขึ้องตัว IO (Input/Output module) ส่วนเคร่�องม่อตรวจั
วดัอ่�นๆ จัะส่งขึ้อ้มลูการตรวจัวัดเปน็ขึ้อ้มลูออกแบบแอนะล็อก  
(Analog Output (AO)) ที�อาจัจัะมีสัญญาณค่าโวลต์ V หร่อ
แอมป์ A ขึ้้�นกับชนิดอุปกรณ์ตรวจัวัด ค่าที�ได้จัะรับด้วยแอนะ
ลอ็กอินพื่ตุ (Analog Input) ขึ้องตวั IO (Input/Output module) 
และมีโปรแกรมประมวลผลการทำางานบนระบบควบคุมและ
หน่วยทำางานระยะไกล (Remote terminal unit (RTU)) โดย
การทำางานแบ่งเป็น 2 ส่วน ค่อ 

   - โปรแกรม Logger ที�รับส่งขึ้้อมูลจัาก IO Module 
เพื่่�อนำามาบันท้กลงฐานขึ้้อมูล และสั�งงาน IO เพื่่�อควบคุมการ
ทำางานอุปกรณด์เีลย ์(Relay) ภายนอก เพื่่�อปดิ-เปดิการทำางาน
อุปกรณ์บางอย่าง เช่น มอเตอร์รดนำ�า เป็นต้น

  - โปรแกรม Web service ที�ให้บริการข้ึ้อมูล 
ไปยังโปรแกรมประยุกต์สำาหรับอุปกรณ์เคล่�อนที� (Mobile  
application) เพื่่�อนำาขึ้้อมูลไปแสดงผล

วิธีด�าเนินการวิจยั 
 การดำาเนินงานวิจััยแบ่งการดำาเนินงานออกเป็น 2 
ส่วน ค่อ การพื่ัฒนาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติและการพื่ัฒนา 
ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยา มีรายละเอียดขึ้ั�นตอนการ 
ดำาเนินงานแต่ละส่วนแสดงใน Figure 2 ดังนี� 

   

  

                   

 

Figure 2  Research flow chart 
 

�. พฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมติั 

1.1  คดัเลือกเซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�น

สมัพทัธ์ ปริมาณฝน ความชื�นในดินและความเข้มแสง

อย่างละ 2 - 3 ชนิด โดยพิจารณาจากคุณสมบตัิเฉพาะ 

ราคา 

- เซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�นสมัพทัธ์ 

จํานวน 3 ชนิด คอื AM2315 รุ่น ASAIR, เซนเซอร์แบบ

กนันํ�า SHT�� และ RS485- AHT15   

- เค รื� อ ง วัดป ริม าณฝนแบบถ้ ว ยกร ะดก 

เสน้ผ่าศูนย์กลางของปากถงักว้าง � นิ�ว จํานวน 2 ชนิด 

คอื OEM ความละเอยีด �.� มลิลเิมตร/ความจุของการเท

กระดก � ครั �ง (0.2 mm/tip) และ ABS-RS��� ความ

ละเอยีด �.5 มลิลเิมตร/ความจุของการเทกระดก � ครั �ง 

(0.5 mm/tip) 

- เซนเซอรว์ดัความเขม้แสง จาํนวน 3 ชนิด คอื 

ช่วงการวดัแสงโดยรอบ 0-120000 lux, 0-200000 lux 

และ 0-65535 lux  

- เซนเซอรว์ดัความชื�นดนิ จาํนวน � ชนิด ที�ส่ง

สัญญาณออกแบบคือ  RS48 5  TDR Soil Moisture 

Sensor และชนิดส่งสัญญาณออกแบบแอนะล็อก คือ 

Lon Soil Moisture Sensor และ Soil humidity sensor  

�.� สอบเทียบเซนเซอร์ที�คดัเลือกไว้ในขอ้ 1 เพื�อ

เลอืกเซนเซอรท์ี�มคีลาดเคลื�อนในการสอบเทยีบน้อยที�สุด 

มาใช้ประกอบชุดตรวจอากาศอัตโนมตัิ กําหนดความ

ความคลาดเคลื�อนของเซนเซอร์ตรวจวัดอุณหภูมิ 

ความชื�นสมัพทัธ์ ปรมิาณฝนไม่เกนิ � องศาเซลเซยีส, � 

%RH และ� มลิลเิมตร ตามลําดบั โดยมขีั �นตอนการสอบ

เทยีบและผลการทดสอบแต่ละเซนเซอร์ ดงันี� 

�.�.�  การสอบเทยีบเซนเซอร์วดัอุณหภูมแิละ

ความชื�นสัมพัทธ์ ณ ห้องสอบเทียบส่วนมาตรฐาน

เครื�องมอื กรมอุตุนิยมวทิยา 

- เตรียมอุปกรณ์ที�ใช้สอบเทียบ คือ 

เครื�องควบคุมและกําเนิดอุณหภูมิและความชื�นแบบตู้ 

CVMS CLIMATIC รุ่นC-THL150-40/1-SP และเครื�องวดั

อุณหภูมิและความชื�นของ  Michell hygrometer รุ่ น 

Optidew 401 S/N 161430 เป็นเครื�องมอืมาตรฐานที�ใช้

ในการสอบเทียบอุณหภูมิและความชื�นของกรม

อุตุนิยมวทิยาที�ไดร้บัใบรบัรองมาตราฐานการสอบเทยีบ

จากสถาบนัมาตราฐานมาตรวทิยา 

- ติดตั �ง เครื�องมือสอบเทียบโดยให้

หัววัดความชื� นมาตรฐานและ Electronic Thermo-

Hygrometer ที�ถูกสอบเทยีบอยู่ใกล้กนัมากที�สุด เพื�อให้

หวัวดัทั �งสองตวัอยู่ภายใต้สภาวะเดยีวกนัภายในตู้สอบ

เทยีบ จากนั �นต่อสายสญัญาณจากเครื�องวดัอุณหภูมแิละ

ความชื�นเขา้กบัเครื�องบนัทกึขอ้มลู  

-  เปิดเครื�องควบคุมอุณหภูมแิละความชื�น

และตั �งค่าของตู้สอบเทียบไว้ที�อุณหภูมิและความชื�นที�

ต้องการสอบเทียบเป็นจุดแรกและทิ�งระยะเวลาให้

อุณหภูมแิละความชื�นในตู้สอบเทยีบอยู่ในสภาวะเสถียร

ไม่น้อยกว่า 30 นาท ีโดยสงัเกตการเปลี�ยนแปลงของค่า

อุณหภูมแิละความชื�นจากหวัวดัมาตรฐานใหอ้ยู่ในเกณฑ์

ที�กําหนดหรอืตามขอ้กําหนดของผูผ้ลติเครื�องมอื 

-  บนัทกึค่าอุณหภูมแิละความชื�นสมัพนัธ์

ในแต่ละค่าสอบเทยีบที�อ่านได้จากหวัวดัมาตรฐาน ไม่

น้อยกว่า 5 ครั �ง โดยทิ�งช่วงเวลาในการบนัทกึผลแต่ละ

ครั �งไม่น้อยกว่า 1 นาท ีบนัทกึผลของเครื�องมอืที�ถูกสอบ

เทยีบกบัค่ามาตรฐาน 

- กําหนดจุดสอบเทยีบอุณหภูม ิ3 จุดสอบ

เทยีบ คอื 5, 25, 50 ºC และ ความชื�นสมัพทัธ์ที� 30, 60, 

90 % 

ตวัอย่างชุดขอ้มูลการสอบเทยีบเซนเซอร์

วดัอุณหภูมแิละความชื�นสมัพทัธ์ที�คดัเลอืก (AM2315C 

รุ่น ASAIR, SHT�� และ RS485- AHT�� ) กบัเซนเซอร์

มาตรฐาน (Michell hygrometer) แสดงในตารางที� 1 

Figure 2 Research flow chart
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 การเปลี�ยนแปลงสภาพื่ภูมิอากาศส่งผลกระทบต่อ
การเกดิคล่�นความรอ้น ภยัแลง้ รปูแบบขึ้องฝุ่นในแตล่ะฤดกูาล  
ฝุ่นตกหนักและนำ�าท่วม เป็นปัจัจััยที�มีผลกระทบต่อผลผลิต
ทางการเกษตรอย่างมาก ดังนั�น หากสามารถุพื่ัฒนาชุดตรวจั
อากาศอัตโนมัติที�มีต้นทุนตำ�าและมีผลการตรวจัวัดที�ถุูกต้อง
แม่นยำา สามารถุแสดงผลการตรวจัวัดผ่านทางเว็บไซึ้ต์หร่อ  
Smart Device จัะเป็นการผลิตนวัตกรรมต้นแบบที�ยกระดับ
เทคโนโลยไีทย ลดการนำาเขึ้า้จัากตา่งประเทศ เกษตรกรสามารถุ
ติดตั�งได้ด้วยตนเอง ราคาไม่แพื่ง ได้ขึ้้อมูลที�มีความถุูกต้อง 
ตามมาตรฐานขึ้องขึ้้อมูลอุตุนิยมวิทยา ทำาให้มีผลผลิตเพื่ิ�มขึ้้�น  
ลดการสูญเสียในระบบการผลิตแบบเดิม เกษตรกรมีรายได้
เพื่ิ�มขึ้้�น คุณภาพื่ชีวิตดีขึ้้�น

งานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง
 งานวิจััยนี�ได้ศ้กษางานวิจััยที�เกี�ยวกับการพื่ัฒนาชุด
ตรวจัอากาศอัตโนมัติเพื่่�อนำามาประยุกต์เป็นแนวคิดในการ
ออกแบบงานวิจััย อาท ิธษิณนิ พื่จัน์พื่ฒันพื่ล และคณะ (2558) 
ไดพ้ื่ฒันาเคร่�องวดัสภาพื่อากาศพื่่�นฐานอตัโนมตัทิี�ใชเ้คร่�องวดั 
ปริมาณฝุ่นแบบก้�งทรงกระบอก หัววัดความกดอากาศและ
อุณหภูมิรุ่น BMP085 และหัววัดความช่�นสัมพื่ัทธ์รุ่น DHT11 
ใช้ในการเก็บค่าปริมาณฝุ่น ความกดอากาศอุณหภูมิและ
ความช่�นสัมพื่ัทธ์ และประมวลผลผ่านไมโครคอนโทรลเลอร์ 
รุน่ ATMEGA1280 งานวจิัยัขึ้อง Nisakorn Kaewmai และคณะ  
(2565) ก็ได้พื่ัฒนาชุดตรวจัอากาศที�ประกอบด้วยเซึ้นเซึ้อร์ 
ตรวจัวัดค่าอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์ขึ้องอากาศแบบ  
DHT22 เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดค่าความช่�นในดิน และเซึ้นเซึ้อร์ 
ตรวจัวัดค่าระดับนำ�าในแปลงนา เช่�อมต่อกับหน่วยประมวล
ผลขึ้นาดเล็กไมโครคอลโทรลเลอร์ NodeMCU โดยอุปกรณ์
เซึ้นเซึ้อรท์ั�งสามทำางานรว่มกนัผา่นหนว่ยประมวลผล NodeMCU  
บนโปรแกรม Arduino IDE และขึ้้อมูลตรวจัวัดจัะถุูกส่งไป
แสดงผลยังระบบ Cloud สาธารณะขึ้องเว็บไซึ้ต์ ThingSpeak  
และแจ้ังเต่อนผ่านแอพื่พื่ลิเคชั�น Blynk งานวิจััยขึ้องอุทัย 
และคณะ (2557) ทำาการศ้กษาหาความสัมพัื่นธ์ระหว่าง
ความช่�นสมัพื่ทัธ ์ความช่�นในดนิกบัผลผลติพื่ช่ปาลม์นำ�ามนั และ
แสดงผลขึ้อ้มลูออนไลนผ์า่นระบบอนิเทอรเ์นต็และระบบสมารท์โฟน
ที�ใชร้ะบบปฏบิตักิาร IOS และ Android แบบเรยีลไทม ์นอกจัากนี�  
พื่ันกร มนทอง (2560) ทำาการศ้กษาพื่ลังงานแสงอาทิตย์โดย
การออกแบบวงจัรและสรา้งโปรแกรมควบคมุการวดัคา่พื่ลงังาน
แสงอาทิตย์ได้ โดยใช้บอร์ด ESP - 8266 ในการอ่านค่าจัาก
ไพื่รานอมิเตอร์ผ่านตัวแปลงสัญญาณแอนะล็อกเป็นสัญญาณ
ดิจัิทัลแล้ว ส่งค่าขึ้้อมูลไปยังบอร์ด Raspberry pi ที�ทำาหน้าที� 
ในการส่งค่าข้ึ้อมูลไปที� NETPIE จัากนั�น NETPIE สง่ขึ้อ้มลูไปที� 
Raspberry pi ตวัที�ทำาหนา้ที�เปน็ผูใ้ช ้(User) ที�ทำาหนา้ที�จััดเก็บ
เป็นฐานขึ้้อมูลแบบตามเวลาจัริง (Real time) พื่บว่าพื่ลังงาน

แสงอาทิตย์จัะเพื่ิ�มขึ้้�นและสูงสุดในช่วงเวลา 12.00 น. - 13.00 
น. และจัะลดลงหลังจัากเวลาประมาณ 13.00 น. เป็นต้นไป

ทฤษฎีีท่ีเก่ียวข้อง
 1) การวัดค่าความช่�นในดิน (measuring soil water 
content) สมบูรณ์ และคณะ (2551) กล่าวว่าการวัดความช่�น
ขึ้องดิน สามารถุทำาการวัดได้ทั�งทางตรงและโดยอ้อม ซึ้้�งแบ่ง
ออกได้เป็น 4 วิธี ใหญ่ ๆ ค่อ

 - วิธีวัดโดยนำ�าหนัก (Gravimetric method) โดยการ
เก็บตัวอย่างดินเพื่่�อหานำ�าหนักดินเปียก จัากนั�นนำาไปอบในตู้
อบที�อณุหภมู ิ105 -110 องศาเซึ้ลเซีึ้ยส จันกระทั�งนำ�าหนกัแหง้
ขึ้องดินคงที� แล้วนำาไปคำานวณโดยใช้สูตร

 θm =
mw

ms

 ในที�นี� θm ค่อ ระดับความช่�นโดยมวล, mw ค่อ มวล 
ขึ้องนำ�าในดิน และ ms ค่อ มวลขึ้องดินแห้งสนิท หมายถุ้ง ดินที�
ผา่นการอบแหง้ในเตาอบที�อณุหภมู ิ105 - 110°C จันมมีวลคงที� 
หร่อคำานวณเป็นร้อยละขึ้องความช่�นด้วยสูตรการคำานวณ ค่อ

ความชิ�นโดยนำ�าหนัก (%) = x 100นำ�าหนักดินเปียก - นำ�าหนักดินอบแห้ง
นำ�าหนักดินอบแห้ง

 - การใช้แท่งวัดความต้านทานไฟฟ้า (electrical 
resistance block)

 - การใช้เทนซึ้ิโอมิเตอร์ (Tensiometer)

 - เคร่�องวดัความช่�นดว้ยนวิตรอน (neutron moisture 
gauge) 

 2) ความช่�นสมัพื่นัธข์ึ้องอากาศ (Relative Humidity) 
ความช่�นสัมพัื่ทธ์ขึ้องอากาศเป็นอัตราส่วนขึ้องปริมาณไอนำ�า 
ที�มีอยู่จัริงในอากาศต่อปริมาณไอนำ�าที�จัะทำาให้อากาศอิ�มตัว 
ณ อุณหภูมิเดียวกัน หร่อ อัตราส่วนขึ้องความดันไอนำ�าที�มีอยู่
จัริงต่อความดันไอนำ�าอิ�มตัว ซึ้้�งค่าความช่�นสัมพื่ันธ์จัะแสดง
ในรูปขึ้องร้อยละ (%) มีหน่วยเป็น %RH (กรมอุตุนิยมวิทยา)

 3) NETPIE (Network Platform for Internet of 
Everything) เปน็คลาวดแ์พื่ลตฟอรม์สำาหรบัใหบ้รกิารเช่�อมตอ่
การส่�อสาร IoT ที�พื่ฒันาโดยศนูยเ์ทคโนโลยอีเิลก็ทรอนกิสแ์ละ
คอมพื่วิเตอรแ์หง่ชาต ิ(เนคเทค) สำานักงานพื่ฒันาวทิยาศาสตร์
และเทคโนโลยแีหง่ชาต ิ(สวทช.) มโีครงสรา้งสถุาปตัยกรรมเปน็
คลาวด์ในทุกองค์ประกอบ สามารถุขึ้ยายตัวได้อย่างอัตโนมัติ  
ดูแลและซึ้่อมแซึ้มตัวเองได้อัตโนมัติเม่�อส่วนหน้�งส่วนใด 
ในระบบมีปญัหา โดยไม่ตอ้งพื่้�งผูด้แูลระบบ การบริหารจัดัการ
ระบบเปน็แบบ Plug-and-Play ไมต่อ้ง Configure หรอ่ปรบัแตง่  
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ในส่วนขึ้องอุปกรณ์ NETPIE มี Client Library หร่อที�เรียก
ว่า Microgear ทำาหน้าที�สร้างและดูแลช่องทางส่�อสารระหว่าง
อปุกรณก์บั NETPIE รวมไปถุง้รกัษาความปลอดภยัในการสง่

ขึ้อ้มลู Microgear เปน็ Open Source และสามารถุดาวนโ์หลด
ไดจ้ัาก https://github.com/netpieio(https://netpie.io/tutorials) 

กรอบแนวคิดงานวิจยั
   

  

                   

 
Figure 1 Conceptual Framework 

กรอบแนวคิดงานวิจัย (แสดงในรูปที� 1) จะพัฒนาชุด

ตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามต้นทุนตํ�าชุดเลก็สําหรบั

ติดตั �งในแปลงเกษตร ประกอบด้วยเซนเซอร์ 5 ชนิด 

สําหรบัตรวจวัดอุณหภูม ิความชื�นสมัพทัธ์ ปริมาณฝน 

ความชื�นในดนิที�ระดบัความลกึจากผวิดนิ �� เซนตเิมตร

และความเขม้แสง โดยเซนเซอร์ 5 ชนิดนี�ผ่านการสอบ

เทียบมาตรฐานเครื�องมือจากกรมอุตุนิยมวิทยาและ

มหาวทิยาลยัศลิปากร รวมทั �งออกแบบตูค้วบคุมชุดตรวจ

อากาศอตัโนมตัภิาคสนาม ระบบการทํางานของอุปกรณ์

ภายในใช้พลงังานแสงอาทติย์ และพฒันาระบบสมาร์ท

อุตุนิยมวิทยาเพื�อการเกษตร (Met4Agriculture) ที�มี

หลกัการทาํงานเริ�มจากเซนเซอร์ตรวจวดัต่างๆ ส่งขอ้มลู

ผ่านสายสัญญาณ โดยถังฝนจะส่งข้อมูลแบบดิจิทัล

เอาต์พุต (Digital output (DO)) มีค่า 0/1 ซึ�งจะมีค่า 1 

เมื�อมีการกระดก (tip) ของตวัตรวจวดัค่าที�ได้จะรบัดว้ย

ดิ จิ ทั ล อิ น พุ ต  ( Digital Input (DI)) ข อ ง ตั ว  IO 

(Input/Output module) ส่วนเครื�องมือตรวจวดัอื�นๆ จะ

ส่งข้อมูลการตรวจวัดเป็นข้อมูลออกแบบแอนะล็อก 

(Analog Output (AO))  ที�อาจจะมีสัญญาณค่าโวลต์ V 

หรอืแอมป์ A  ขึ�นกบัชนิดอุปกรณ์ตรวจวดั  ค่าที�ไดจ้ะรบั

ด้ว ยแอนะล็อกอิน พุต  (Analog Input) ข องตัว  IO 

(Input/Output module) และมโีปรแกรมประมวลผลการ

ทํางานบนระบบควบคุมและหน่วยทํางานระยะไกล 

(Remote terminal unit (RTU)) โดยการทํางานแบ่งเป็น 

� ส่วน คอื   

      - โปรแกรม Logger ที�ร ับส่งข้อมูลจาก IO 

Module เพื�อนํามาบันทึกลงฐานข้อมูล และสั �งงาน IO 

เพื�อควบคุมการทํางานอุปกรณ์ดเีลย์ (Relay) ภายนอก 

เพื�อปิด-เปิดการทํางานอุปกรณ์บางอย่าง เช่น มอเตอร์

รดนํ�า เป็นตน้ 

     - โปรแกรม Web service ที�ใหบ้รกิารขอ้มูลไป

ยงัโปรแกรมประยุกต์สําหรบัอุปกรณ์เคลื�อนที� (Mobile 

application) เพื�อนําขอ้มลูไปแสดงผล 

วิธีดาํเนินการวิจยั  

การดาํเนินงานวจิยัแบ่งการดาํเนินงานออกเป็น 

� ส่วน คอื การพฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมตัแิละการ

พฒันาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวทิยา มรีายละเอยีดขั �นตอน

การดาํเนินงานแต่ละส่วนแสดงในรปูที� 2 ดงันี�  

 

Figure 1 Conceptual Framework

 กรอบแนวคิดงานวิจััย (Figure 1) จัะพื่ัฒนาชุด 
ตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามตน้ทนุตำ�าชุดเลก็สำาหรบัตดิตั�ง
ในแปลงเกษตร ประกอบดว้ยเซึ้นเซึ้อร ์5 ชนดิ สำาหรบัตรวจัวดั 
อุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินที�ระดับ
ความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตรและความเขึ้้มแสง โดย
เซึ้นเซึ้อร์ 5 ชนิดนี�ผ่านการสอบเทียบมาตรฐานเคร่�องม่อจัาก
กรมอุตุนิยมวิทยาและมหาวิทยาลัยศิลปากร รวมทั�งออกแบบ
ตูค้วบคุมชุดตรวจัอากาศอตัโนมัตภิาคสนาม ระบบการทำางาน
ขึ้องอุปกรณ์ภายในใช้พื่ลังงานแสงอาทิตย์ และพื่ัฒนาระบบ
สมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร (Met4Agriculture) ที�มี
หลักการทำางานเริ�มจัากเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดต่างๆ ส่งขึ้้อมูลผ่าน
สายสญัญาณ โดยถุงัฝุ่นจัะสง่ขึ้อ้มลูแบบดจิัทิลัเอาตพ์ื่ตุ (Digital 
output (DO)) มีค่า 0/1 ซึ้้�งจัะมีค่า 1 เม่�อมีการกระดก (tip) 
ขึ้องตัวตรวจัวัดค่าที�ได้จัะรับด้วยดิจัิทัลอินพุื่ต (Digital Input 
(DI)) ขึ้องตัว IO (Input/Output module) ส่วนเคร่�องม่อตรวจั
วดัอ่�นๆ จัะส่งขึ้อ้มลูการตรวจัวัดเปน็ขึ้อ้มลูออกแบบแอนะล็อก  
(Analog Output (AO)) ที�อาจัจัะมีสัญญาณค่าโวลต์ V หร่อ
แอมป์ A ขึ้้�นกับชนิดอุปกรณ์ตรวจัวัด ค่าที�ได้จัะรับด้วยแอนะ
ลอ็กอินพื่ตุ (Analog Input) ขึ้องตวั IO (Input/Output module) 
และมีโปรแกรมประมวลผลการทำางานบนระบบควบคุมและ
หน่วยทำางานระยะไกล (Remote terminal unit (RTU)) โดย
การทำางานแบ่งเป็น 2 ส่วน ค่อ 

   - โปรแกรม Logger ที�รับส่งขึ้้อมูลจัาก IO Module 
เพื่่�อนำามาบันท้กลงฐานขึ้้อมูล และสั�งงาน IO เพื่่�อควบคุมการ
ทำางานอุปกรณด์เีลย ์(Relay) ภายนอก เพื่่�อปดิ-เปดิการทำางาน
อุปกรณ์บางอย่าง เช่น มอเตอร์รดนำ�า เป็นต้น

  - โปรแกรม Web service ที�ให้บริการข้ึ้อมูล 
ไปยังโปรแกรมประยุกต์สำาหรับอุปกรณ์เคล่�อนที� (Mobile  
application) เพื่่�อนำาขึ้้อมูลไปแสดงผล

วิธีด�าเนินการวิจยั 
 การดำาเนินงานวิจััยแบ่งการดำาเนินงานออกเป็น 2 
ส่วน ค่อ การพื่ัฒนาชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติและการพื่ัฒนา 
ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยา มีรายละเอียดขึ้ั�นตอนการ 
ดำาเนินงานแต่ละส่วนแสดงใน Figure 2 ดังนี� 

   

  

                   

 

Figure 2  Research flow chart 
 

�. พฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมติั 

1.1  คดัเลือกเซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�น

สมัพทัธ์ ปริมาณฝน ความชื�นในดินและความเข้มแสง

อย่างละ 2 - 3 ชนิด โดยพิจารณาจากคุณสมบตัิเฉพาะ 

ราคา 

- เซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�นสมัพทัธ์ 

จํานวน 3 ชนิด คอื AM2315 รุ่น ASAIR, เซนเซอร์แบบ

กนันํ�า SHT�� และ RS485- AHT15   

- เค รื� อ ง วัดป ริม าณฝนแบบถ้ ว ยกร ะดก 

เสน้ผ่าศูนย์กลางของปากถงักว้าง � นิ�ว จํานวน 2 ชนิด 

คอื OEM ความละเอยีด �.� มลิลเิมตร/ความจุของการเท

กระดก � ครั �ง (0.2 mm/tip) และ ABS-RS��� ความ

ละเอยีด �.5 มลิลเิมตร/ความจุของการเทกระดก � ครั �ง 

(0.5 mm/tip) 

- เซนเซอรว์ดัความเขม้แสง จาํนวน 3 ชนิด คอื 

ช่วงการวดัแสงโดยรอบ 0-120000 lux, 0-200000 lux 

และ 0-65535 lux  

- เซนเซอรว์ดัความชื�นดนิ จาํนวน � ชนิด ที�ส่ง

สัญญาณออกแบบคือ  RS48 5  TDR Soil Moisture 

Sensor และชนิดส่งสัญญาณออกแบบแอนะล็อก คือ 

Lon Soil Moisture Sensor และ Soil humidity sensor  

�.� สอบเทียบเซนเซอร์ที�คดัเลือกไว้ในขอ้ 1 เพื�อ

เลอืกเซนเซอรท์ี�มคีลาดเคลื�อนในการสอบเทยีบน้อยที�สุด 

มาใช้ประกอบชุดตรวจอากาศอัตโนมตัิ กําหนดความ

ความคลาดเคลื�อนของเซนเซอร์ตรวจวัดอุณหภูมิ 

ความชื�นสมัพทัธ์ ปรมิาณฝนไม่เกนิ � องศาเซลเซยีส, � 

%RH และ� มลิลเิมตร ตามลําดบั โดยมขีั �นตอนการสอบ

เทยีบและผลการทดสอบแต่ละเซนเซอร์ ดงันี� 

�.�.�  การสอบเทยีบเซนเซอร์วดัอุณหภูมแิละ

ความชื�นสัมพัทธ์ ณ ห้องสอบเทียบส่วนมาตรฐาน

เครื�องมอื กรมอุตุนิยมวทิยา 

- เตรียมอุปกรณ์ที�ใช้สอบเทียบ คือ 

เครื�องควบคุมและกําเนิดอุณหภูมิและความชื�นแบบตู้ 

CVMS CLIMATIC รุ่นC-THL150-40/1-SP และเครื�องวดั

อุณหภูมิและความชื�นของ  Michell hygrometer รุ่ น 

Optidew 401 S/N 161430 เป็นเครื�องมอืมาตรฐานที�ใช้

ในการสอบเทียบอุณหภูมิและความชื�นของกรม

อุตุนิยมวทิยาที�ไดร้บัใบรบัรองมาตราฐานการสอบเทยีบ

จากสถาบนัมาตราฐานมาตรวทิยา 

- ติดตั �ง เครื�องมือสอบเทียบโดยให้

หัววัดความชื� นมาตรฐานและ Electronic Thermo-

Hygrometer ที�ถูกสอบเทยีบอยู่ใกล้กนัมากที�สุด เพื�อให้

หวัวดัทั �งสองตวัอยู่ภายใต้สภาวะเดยีวกนัภายในตู้สอบ

เทยีบ จากนั �นต่อสายสญัญาณจากเครื�องวดัอุณหภูมแิละ

ความชื�นเขา้กบัเครื�องบนัทกึขอ้มลู  

-  เปิดเครื�องควบคุมอุณหภูมแิละความชื�น

และตั �งค่าของตู้สอบเทียบไว้ที�อุณหภูมิและความชื�นที�

ต้องการสอบเทียบเป็นจุดแรกและทิ�งระยะเวลาให้

อุณหภูมแิละความชื�นในตู้สอบเทยีบอยู่ในสภาวะเสถียร

ไม่น้อยกว่า 30 นาท ีโดยสงัเกตการเปลี�ยนแปลงของค่า

อุณหภูมแิละความชื�นจากหวัวดัมาตรฐานใหอ้ยู่ในเกณฑ์

ที�กําหนดหรอืตามขอ้กําหนดของผูผ้ลติเครื�องมอื 

-  บนัทกึค่าอุณหภูมแิละความชื�นสมัพนัธ์

ในแต่ละค่าสอบเทยีบที�อ่านได้จากหวัวดัมาตรฐาน ไม่

น้อยกว่า 5 ครั �ง โดยทิ�งช่วงเวลาในการบนัทกึผลแต่ละ

ครั �งไม่น้อยกว่า 1 นาท ีบนัทกึผลของเครื�องมอืที�ถูกสอบ

เทยีบกบัค่ามาตรฐาน 

- กําหนดจุดสอบเทยีบอุณหภูม ิ3 จุดสอบ

เทยีบ คอื 5, 25, 50 ºC และ ความชื�นสมัพทัธ์ที� 30, 60, 

90 % 

ตวัอย่างชุดขอ้มูลการสอบเทยีบเซนเซอร์

วดัอุณหภูมแิละความชื�นสมัพทัธ์ที�คดัเลอืก (AM2315C 

รุ่น ASAIR, SHT�� และ RS485- AHT�� ) กบัเซนเซอร์

มาตรฐาน (Michell hygrometer) แสดงในตารางที� 1 
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 การเปลี�ยนแปลงสภาพื่ภูมิอากาศส่งผลกระทบต่อ
การเกดิคล่�นความรอ้น ภยัแลง้ รปูแบบขึ้องฝุ่นในแตล่ะฤดกูาล  
ฝุ่นตกหนักและนำ�าท่วม เป็นปัจัจััยที�มีผลกระทบต่อผลผลิต
ทางการเกษตรอย่างมาก ดังนั�น หากสามารถุพื่ัฒนาชุดตรวจั
อากาศอัตโนมัติที�มีต้นทุนตำ�าและมีผลการตรวจัวัดที�ถุูกต้อง
แม่นยำา สามารถุแสดงผลการตรวจัวัดผ่านทางเว็บไซึ้ต์หร่อ  
Smart Device จัะเป็นการผลิตนวัตกรรมต้นแบบที�ยกระดับ
เทคโนโลยไีทย ลดการนำาเขึ้า้จัากตา่งประเทศ เกษตรกรสามารถุ
ติดตั�งได้ด้วยตนเอง ราคาไม่แพื่ง ได้ขึ้้อมูลที�มีความถุูกต้อง 
ตามมาตรฐานขึ้องขึ้้อมูลอุตุนิยมวิทยา ทำาให้มีผลผลิตเพื่ิ�มขึ้้�น  
ลดการสูญเสียในระบบการผลิตแบบเดิม เกษตรกรมีรายได้
เพื่ิ�มขึ้้�น คุณภาพื่ชีวิตดีขึ้้�น

งานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง
 งานวิจััยนี�ได้ศ้กษางานวิจััยที�เกี�ยวกับการพื่ัฒนาชุด
ตรวจัอากาศอัตโนมัติเพื่่�อนำามาประยุกต์เป็นแนวคิดในการ
ออกแบบงานวิจัยั อาท ิธษิณนิ พื่จันพ์ื่ฒันพื่ล และคณะ (2558) 
ไดพ้ื่ฒันาเคร่�องวดัสภาพื่อากาศพื่่�นฐานอตัโนมตัทิี�ใชเ้คร่�องวดั 
ปริมาณฝุ่นแบบก้�งทรงกระบอก หัววัดความกดอากาศและ
อุณหภูมิรุ่น BMP085 และหัววัดความช่�นสัมพื่ัทธ์รุ่น DHT11 
ใช้ในการเก็บค่าปริมาณฝุ่น ความกดอากาศอุณหภูมิและ
ความช่�นสัมพื่ัทธ์ และประมวลผลผ่านไมโครคอนโทรลเลอร์ 
รุน่ ATMEGA1280 งานวจิัยัขึ้อง Nisakorn Kaewmai และคณะ  
(2565) ก็ได้พื่ัฒนาชุดตรวจัอากาศที�ประกอบด้วยเซึ้นเซึ้อร์ 
ตรวจัวัดค่าอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์ขึ้องอากาศแบบ  
DHT22 เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดค่าความช่�นในดิน และเซึ้นเซึ้อร์ 
ตรวจัวัดค่าระดับนำ�าในแปลงนา เช่�อมต่อกับหน่วยประมวล
ผลขึ้นาดเล็กไมโครคอลโทรลเลอร์ NodeMCU โดยอุปกรณ์
เซึ้นเซึ้อรท์ั�งสามทำางานรว่มกนัผา่นหนว่ยประมวลผล NodeMCU  
บนโปรแกรม Arduino IDE และขึ้้อมูลตรวจัวัดจัะถุูกส่งไป
แสดงผลยังระบบ Cloud สาธารณะขึ้องเว็บไซึ้ต์ ThingSpeak  
และแจ้ังเต่อนผ่านแอพื่พื่ลิเคชั�น Blynk งานวิจััยขึ้องอุทัย 
และคณะ (2557) ทำาการศ้กษาหาความสัมพัื่นธ์ระหว่าง
ความช่�นสมัพื่ทัธ ์ความช่�นในดนิกบัผลผลติพื่ช่ปาลม์นำ�ามนั และ
แสดงผลขึ้อ้มลูออนไลนผ์า่นระบบอนิเทอรเ์นต็และระบบสมารท์โฟน
ที�ใชร้ะบบปฏบิตักิาร IOS และ Android แบบเรยีลไทม ์นอกจัากนี�  
พื่ันกร มนทอง (2560) ทำาการศ้กษาพื่ลังงานแสงอาทิตย์โดย
การออกแบบวงจัรและสรา้งโปรแกรมควบคมุการวดัคา่พื่ลงังาน
แสงอาทิตย์ได้ โดยใช้บอร์ด ESP - 8266 ในการอ่านค่าจัาก
ไพื่รานอมิเตอร์ผ่านตัวแปลงสัญญาณแอนะล็อกเป็นสัญญาณ
ดิจัิทัลแล้ว ส่งค่าขึ้้อมูลไปยังบอร์ด Raspberry pi ที�ทำาหน้าที� 
ในการส่งค่าข้ึ้อมูลไปที� NETPIE จัากนั�น NETPIE สง่ขึ้อ้มลูไปที� 
Raspberry pi ตวัที�ทำาหนา้ที�เปน็ผูใ้ช ้(User) ที�ทำาหนา้ที�จััดเก็บ
เป็นฐานขึ้้อมูลแบบตามเวลาจัริง (Real time) พื่บว่าพื่ลังงาน

แสงอาทิตยจ์ัะเพื่ิ�มขึ้้�นและสูงสุดในช่วงเวลา 12.00 น. - 13.00 
น. และจัะลดลงหลังจัากเวลาประมาณ 13.00 น. เป็นต้นไป

ทฤษฎีีท่ีเก่ียวข้อง
 1) การวัดค่าความช่�นในดิน (measuring soil water 
content) สมบูรณ์ และคณะ (2551) กล่าวว่าการวัดความช่�น
ขึ้องดิน สามารถุทำาการวัดได้ทั�งทางตรงและโดยอ้อม ซึ้้�งแบ่ง
ออกได้เป็น 4 วิธี ใหญ่ ๆ ค่อ

 - วิธีวัดโดยนำ�าหนัก (Gravimetric method) โดยการ
เก็บตัวอย่างดินเพื่่�อหานำ�าหนักดินเปียก จัากนั�นนำาไปอบในตู้
อบที�อณุหภมู ิ105 -110 องศาเซึ้ลเซีึ้ยส จันกระทั�งนำ�าหนกัแหง้
ขึ้องดินคงที� แล้วนำาไปคำานวณโดยใช้สูตร

 θm =
mw

ms

 ในที�นี� θm ค่อ ระดับความช่�นโดยมวล, mw ค่อ มวล 
ขึ้องนำ�าในดิน และ ms ค่อ มวลขึ้องดินแห้งสนิท หมายถุ้ง ดินที�
ผา่นการอบแหง้ในเตาอบที�อณุหภมู ิ105 - 110°C จันมมีวลคงที� 
หร่อคำานวณเป็นร้อยละขึ้องความช่�นด้วยสูตรการคำานวณ ค่อ

ความชิ�นโดยนำ�าหนัก (%) = x 100นำ�าหนักดินเปียก - นำ�าหนักดินอบแห้ง
นำ�าหนักดินอบแห้ง

 - การใช้แท่งวัดความต้านทานไฟฟ้า (electrical 
resistance block)

 - การใช้เทนซึ้ิโอมิเตอร์ (Tensiometer)

 - เคร่�องวดัความช่�นดว้ยนวิตรอน (neutron moisture 
gauge) 

 2) ความช่�นสมัพื่นัธข์ึ้องอากาศ (Relative Humidity) 
ความช่�นสัมพัื่ทธ์ขึ้องอากาศเป็นอัตราส่วนขึ้องปริมาณไอนำ�า 
ที�มีอยู่จัริงในอากาศต่อปริมาณไอนำ�าที�จัะทำาให้อากาศอิ�มตัว 
ณ อุณหภูมิเดียวกัน หร่อ อัตราส่วนขึ้องความดันไอนำ�าที�มีอยู่
จัริงต่อความดันไอนำ�าอิ�มตัว ซึ้้�งค่าความช่�นสัมพื่ันธ์จัะแสดง
ในรูปขึ้องร้อยละ (%) มีหน่วยเป็น %RH (กรมอุตุนิยมวิทยา)

 3) NETPIE (Network Platform for Internet of 
Everything) เปน็คลาวดแ์พื่ลตฟอรม์สำาหรบัใหบ้รกิารเช่�อมตอ่
การส่�อสาร IoT ที�พื่ฒันาโดยศนูยเ์ทคโนโลยอีเิลก็ทรอนกิสแ์ละ
คอมพื่วิเตอรแ์หง่ชาต ิ(เนคเทค) สำานกังานพื่ฒันาวทิยาศาสตร์
และเทคโนโลยแีหง่ชาต ิ(สวทช.) มโีครงสรา้งสถุาปตัยกรรมเปน็
คลาวด์ในทุกองค์ประกอบ สามารถุขึ้ยายตัวได้อย่างอัตโนมัติ  
ดูแลและซึ้่อมแซึ้มตัวเองได้อัตโนมัติเม่�อส่วนหน้�งส่วนใด 
ในระบบมีปญัหา โดยไม่ตอ้งพื่้�งผูด้แูลระบบ การบริหารจัดัการ
ระบบเปน็แบบ Plug-and-Play ไมต่อ้ง Configure หรอ่ปรบัแตง่  
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MICHELL AM2315 correction SHT31 correction AHT15 correction

T H T H T H T H T H T H T H

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.65 78.00 -0.35 1.50 9.55 79.62 -0.25 -0.12

9.30 79.50 9.52 78.68 -0.22 0.82 9.65 77.80 -0.35 1.70 9.52 79.62 -0.22 -0.12

9.30 79.30 9.53 78.40 -0.23 0.90 9.73 77.60 -0.43 1.70 9.40 79.41 -0.10 -0.11

9.30 79.40 9.48 78.49 -0.18 0.91 9.66 77.65 -0.36 1.75 9.44 79.41 -0.14 -0.01

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.66 78.00 -0.36 1.50 9.46 79.55 -0.16 -0.05

19.00 58.50 19.18 58.24 -0.18 0.26 19.21 56.30 -0.21 2.20 19.21 58.92 -0.21 -0.42

19.00 58.50 19.19 58.59 -0.19 -0.09 19.50 56.10 -0.50 2.40 19.20 58.55 -0.20 -0.65

19.10 58.40 19.20 58.00 -0.10 0.40 19.40 56.00 -0.30 2.40 19.23 59.05 -0.13 -0.65

19.00 58.50 19.18 58.72 -0.18 -0.22 19.33 56.00 -0.33 2.50 19.20 58.50 -0.20 0.00

19.10 58.40 19.21 57.95 -0.11 0.45 19.52 56.30 -0.42 2.10 19.20 58.90 -0.10 -0.50

29.10 47.50 29.17 47.88 -0.07 -0.38 29.50 45.57 -0.40 1.93 29.30 48.85 -0.20 -1.35

29.10 47.50 29.17 47.69 -0.07 -0.19 29.50 45.30 -0.40 2.20 29.30 48.82 -0.20 -1.32

29.10 47.60 29.19 47.74 -0.09 -0.14 29.60 45.68 -0.50 1.92 29.20 48.68 -0.10 -1.08

29.20 47.60 29.30 47.77 -0.10 -0.17 29.70 45.56 -0.50 2.04 29.30 48.68 -0.10 -1.08

29.10 47.30 29.18 47.65 -0.08 -0.35 29.60 45.33 -0.50 1.97 29.28 48.62 -0.18 -1.32

39.10 37.20 39.15 38.53 -0.05 -1.33 39.44 35.50 -0.34 1.70 39.27 40.05 -0.17 -2.85

39.20 36.70 39.20 38.28 0.00 -1.58 39.69 34.90 -0.49 1.80 39.40 40.02 -0.20 --3.32

39.20 37.70 39.22 38.95 -0.02 -2.25 39.58 35.10 -0.38 1.60 39.40 39.90 -0.20 -3.20

39.20 37.70 39.33 38.19 -0.13 -1.49 39.70 35.00 -0.50 1.70 39.38 39.90 -0.18 -3.20

39.20 36.50 39.25 38.01 -0.05 -1.51 39.69 35.00 -0.49 1.50 39.40 39.60 -0.20 -3.10

49.10 17.30 49.21 18.61 -0.11 -1.31 49.55 17.52 -0.45 -0.22 49.23 21.52 -0.13 -4.22

49.10 17.40 49.22 18.59 -0.12 -1.19 49.53 17.65 -0.43 -0.25 49.20 21.53 -0.10 -4.13

49.10 17.20 49.23 18.36 -0.13 -1.16 49.55 17.44 -0.45 -0.24 49.24 21.66 -0.14 -4.46

49.10 17.20 49.24 18.38 -0.14 -1.18 49.52 17.40 -0.42 -0.20 49.26 21.48 -0.16 -4.28

49.10 17.30 49.22 18.30 -0.12 -1.00 49.52 17.35 -0.42 -0.05 49.26 21.36 -0.16 -4.06

Table 1 Calibration results of temperature and relative humidity sensors and Michell hygrometer (cont.)
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 1. พฒันาชดุตรวจอากาศึอตัโนมติั
 1.1 คัดเล่อกเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวดัอณุหภมู ิความช่�นสมัพัื่ทธ์
ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินและความเขึ้้มแสงอย่างละ 2 - 3 
ชนิด โดยพื่ิจัารณาจัากคุณสมบัติเฉพื่าะ ราคา

  - เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์  
จัำานวน 3 ชนิด ค่อ AM2315 รุ่น ASAIR, เซึ้นเซึ้อร์แบบกันนำ�า 
SHT31 และ RS485- AHT15 

  - เคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดก เส้นผ่า
ศูนย์กลางขึ้องปากถุังกว้าง 8 นิ�ว จัำานวน 2 ชนิด ค่อ OEM 
ความละเอียด 0.2 มิลลิเมตร/ความจัุขึ้องการเทกระดก 1 ครั�ง 
(0.2 mm/tip) และ ABS-RS485 ความละเอียด 0.5 มิลลิเมตร
/ความจัุขึ้องการเทกระดก 1 ครั�ง (0.5 mm/tip)

  - เซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสง จัำานวน 3 ชนิด ค่อ  
ช่วงการวัดแสงโดยรอบ 0-120000 lux, 0-200000 lux และ  
0-65535 lux 

  - เซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นดิน จัำานวน 3 ชนิด ที�ส่ง
สญัญาณออกแบบคอ่ RS485 TDR Soil Moisture Sensor และ
ชนิดส่งสัญญาณออกแบบแอนะล็อก ค่อ Lon Soil Moisture 
Sensor และ Soil humidity sensor 

 1.2 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์ที�คัดเล่อกไว้ในขึ้้อ 1 เพื่่�อ
เล่อกเซึ้นเซึ้อร์ที�มีคลาดเคล่�อนในการสอบเทียบน้อยที�สุด  
มาใช้ประกอบชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ กำาหนดความความ 
คลาดเคล่�อนขึ้องเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ 
ปริมาณฝุ่นไม่เกิน 1 องศาเซึ้ลเซึ้ียส, 3 %RH และ3 มิลลิเมตร
 ตามลำาดับ โดยมีขึ้ั�นตอนการสอบเทียบและผลการทดสอบ
แต่ละเซึ้นเซึ้อร์ ดังนี�

  1.2.1 การสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดอุณหภูมิและ
ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ณ ห้องสอบเทียบส่วนมาตรฐานเคร่�องม่อ 
กรมอุตุนิยมวิทยา

  - เตรยีมอปุกรณท์ี�ใชส้อบเทยีบ คอ่ เคร่�องควบคมุ
และกำาเนิดอุณหภูมิและความช่�นแบบตู้ CVMS CLIMATIC  
รุ่น C-THL150-40/1-SP และเคร่�องวัดอุณหภูมิและความช่�น
ขึ้อง Michell hygrometer รุ่น Optidew 401 S/N 161430 เป็น
เคร่�องมอ่มาตรฐานที�ใชใ้นการสอบเทยีบอณุหภมูแิละความช่�น
ขึ้องกรมอุตุนิยมวิทยาที�ได้รับใบรับรองมาตราฐานการสอบ
เทียบจัากสถุาบันมาตรฐานมาตรวิทยา

  ตดิตั�งเคร่�องมอ่สอบเทียบโดยให้หวัวดัความช่�น
มาตรฐานและ Electronic Thermo-Hygrometer ที�ถุูกสอบ
เทียบอยู่ใกล้กันมากที�สุด เพื่่�อให้หัววัดทั�งสองตัวอยู่ภายใต้
สภาวะเดียวกันภายในตู้สอบเทียบ จัากนั�นต่อสายสัญญาณ
จัากเคร่�องวัดอุณหภูมิและความช่�นเขึ้้ากับเคร่�องบันท้กขึ้้อมูล 

  - เปิดเคร่�องควบคุมอุณหภูมิและความช่�นและ
ตั�งคา่ขึ้องตูส้อบเทยีบไวท้ี�อณุหภมูแิละความช่�นที�ตอ้งการสอบ
เทียบเป็นจัุดแรกและทิ�งระยะเวลาให้อุณหภูมิและความช่�น
ในตู้สอบเทียบอยู่ในสภาวะเสถุียรไม่น้อยกว่า 30 นาที โดย
สังเกตการเปลี�ยนแปลงขึ้องค่าอุณหภูมิและความช่�นจัากหัว
วัดมาตรฐานให้อยู่ในเกณฑ์ที�กำาหนดหร่อตามขึ้้อกำาหนดขึ้อง
ผู้ผลิตเคร่�องม่อ

  - บนัทก้ค่าอุณหภมูแิละความช่�นสมัพื่นัธใ์นแตล่ะ
ค่าสอบเทียบที�อ่านได้จัากหัววัดมาตรฐาน ไม่น้อยกว่า 5 ครั�ง
 โดยทิ�งชว่งเวลาในการบนัทก้ผลแตล่ะครั�งไม่นอ้ยกวา่ 1 นาที 
บันท้กผลขึ้องเคร่�องม่อที�ถุูกสอบเทียบกับค่ามาตรฐาน

  - กำาหนดจัดุสอบเทยีบอณุหภมู ิ3 จัดุสอบเทยีบ 
ค่อ 5, 25, 50 ºC และ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ที� 30, 60, 90 %

 ตวัอย่างชดุขึ้อ้มลูการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วดัอณุหภมูิ
และความช่�นสัมพื่ัทธ์ที�คัดเล่อก (AM2315C รุ่น ASAIR, 
SHT31 และ RS485- AHT15 ) กบัเซึ้นเซึ้อรม์าตรฐาน (Michell  
hygrometer) แสดงใน Table 1

Table 1 Calibration results of temperature and relative humidity sensors and Michell hygrometer 

MICHELL AM2315 correction SHT31 correction AHT15 correction

T H T H T H T H T H T H T H

9.40 90.40 9.50 90.61 -0.10 -0.21 9.85 88.30 -0.45 2.10 9.50 90.00 -0.10 0.40

9.40 90.40 9.52 90.51 -0.12 -0.11 9.88 88.74 -0.48 1.66 9.53 90.10 -0.13 0.30

9.40 90.50 9.53 90.59 -0.13 -0.09 9.80 89.00 -0.40 1.50 9.53 90.95 -0.13 -0.45

9.40 90.40 9.60 90.48 -0.20 -0.08 9.80 89.20 -0.40 1.20 9.58 90.00 -0.18 0.40

9.40 90.30 9.59 90.40 -0.19 -0.10 9.78 88.80 -0.38 1.50 9.51 90.00 -0.11 0.30
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MICHELL AM2315 correction SHT31 correction AHT15 correction

T H T H T H T H T H T H T H

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.65 78.00 -0.35 1.50 9.55 79.62 -0.25 -0.12

9.30 79.50 9.52 78.68 -0.22 0.82 9.65 77.80 -0.35 1.70 9.52 79.62 -0.22 -0.12

9.30 79.30 9.53 78.40 -0.23 0.90 9.73 77.60 -0.43 1.70 9.40 79.41 -0.10 -0.11

9.30 79.40 9.48 78.49 -0.18 0.91 9.66 77.65 -0.36 1.75 9.44 79.41 -0.14 -0.01

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.66 78.00 -0.36 1.50 9.46 79.55 -0.16 -0.05

19.00 58.50 19.18 58.24 -0.18 0.26 19.21 56.30 -0.21 2.20 19.21 58.92 -0.21 -0.42

19.00 58.50 19.19 58.59 -0.19 -0.09 19.50 56.10 -0.50 2.40 19.20 58.55 -0.20 -0.65

19.10 58.40 19.20 58.00 -0.10 0.40 19.40 56.00 -0.30 2.40 19.23 59.05 -0.13 -0.65

19.00 58.50 19.18 58.72 -0.18 -0.22 19.33 56.00 -0.33 2.50 19.20 58.50 -0.20 0.00

19.10 58.40 19.21 57.95 -0.11 0.45 19.52 56.30 -0.42 2.10 19.20 58.90 -0.10 -0.50

29.10 47.50 29.17 47.88 -0.07 -0.38 29.50 45.57 -0.40 1.93 29.30 48.85 -0.20 -1.35

29.10 47.50 29.17 47.69 -0.07 -0.19 29.50 45.30 -0.40 2.20 29.30 48.82 -0.20 -1.32

29.10 47.60 29.19 47.74 -0.09 -0.14 29.60 45.68 -0.50 1.92 29.20 48.68 -0.10 -1.08

29.20 47.60 29.30 47.77 -0.10 -0.17 29.70 45.56 -0.50 2.04 29.30 48.68 -0.10 -1.08

29.10 47.30 29.18 47.65 -0.08 -0.35 29.60 45.33 -0.50 1.97 29.28 48.62 -0.18 -1.32

39.10 37.20 39.15 38.53 -0.05 -1.33 39.44 35.50 -0.34 1.70 39.27 40.05 -0.17 -2.85

39.20 36.70 39.20 38.28 0.00 -1.58 39.69 34.90 -0.49 1.80 39.40 40.02 -0.20 --3.32

39.20 37.70 39.22 38.95 -0.02 -2.25 39.58 35.10 -0.38 1.60 39.40 39.90 -0.20 -3.20

39.20 37.70 39.33 38.19 -0.13 -1.49 39.70 35.00 -0.50 1.70 39.38 39.90 -0.18 -3.20

39.20 36.50 39.25 38.01 -0.05 -1.51 39.69 35.00 -0.49 1.50 39.40 39.60 -0.20 -3.10

49.10 17.30 49.21 18.61 -0.11 -1.31 49.55 17.52 -0.45 -0.22 49.23 21.52 -0.13 -4.22

49.10 17.40 49.22 18.59 -0.12 -1.19 49.53 17.65 -0.43 -0.25 49.20 21.53 -0.10 -4.13

49.10 17.20 49.23 18.36 -0.13 -1.16 49.55 17.44 -0.45 -0.24 49.24 21.66 -0.14 -4.46

49.10 17.20 49.24 18.38 -0.14 -1.18 49.52 17.40 -0.42 -0.20 49.26 21.48 -0.16 -4.28

49.10 17.30 49.22 18.30 -0.12 -1.00 49.52 17.35 -0.42 -0.05 49.26 21.36 -0.16 -4.06

Table 1 Calibration results of temperature and relative humidity sensors and Michell hygrometer (cont.)

J Sci Technol MSUPatchara Petvirojchai et al.404

 1. พฒันาชดุตรวจอากาศึอตัโนมติั
 1.1 คดัเล่อกเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวดัอณุหภมู ิความช่�นสมัพัื่ทธ์
ปริมาณฝุ่น ความช่�นในดินและความเขึ้้มแสงอย่างละ 2 - 3 
ชนิด โดยพื่ิจัารณาจัากคุณสมบัติเฉพื่าะ ราคา

  - เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์  
จัำานวน 3 ชนิด ค่อ AM2315 รุ่น ASAIR, เซึ้นเซึ้อร์แบบกันนำ�า 
SHT31 และ RS485- AHT15 

  - เคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดก เส้นผ่า
ศูนย์กลางขึ้องปากถุังกว้าง 8 นิ�ว จัำานวน 2 ชนิด ค่อ OEM 
ความละเอียด 0.2 มิลลิเมตร/ความจัุขึ้องการเทกระดก 1 ครั�ง 
(0.2 mm/tip) และ ABS-RS485 ความละเอียด 0.5 มิลลิเมตร
/ความจัุขึ้องการเทกระดก 1 ครั�ง (0.5 mm/tip)

  - เซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสง จัำานวน 3 ชนิด ค่อ  
ช่วงการวัดแสงโดยรอบ 0-120000 lux, 0-200000 lux และ  
0-65535 lux 

  - เซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นดิน จัำานวน 3 ชนิด ที�ส่ง
สญัญาณออกแบบคอ่ RS485 TDR Soil Moisture Sensor และ
ชนิดส่งสัญญาณออกแบบแอนะล็อก ค่อ Lon Soil Moisture 
Sensor และ Soil humidity sensor 

 1.2 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์ที�คัดเล่อกไว้ในขึ้้อ 1 เพื่่�อ
เล่อกเซึ้นเซึ้อร์ที�มีคลาดเคล่�อนในการสอบเทียบน้อยที�สุด  
มาใช้ประกอบชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ กำาหนดความความ 
คลาดเคล่�อนขึ้องเซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ 
ปริมาณฝุ่นไม่เกิน 1 องศาเซึ้ลเซึ้ียส, 3 %RH และ3 มิลลิเมตร
 ตามลำาดับ โดยมีขึ้ั�นตอนการสอบเทียบและผลการทดสอบ
แต่ละเซึ้นเซึ้อร์ ดังนี�

  1.2.1 การสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดอุณหภูมิและ
ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ณ ห้องสอบเทียบส่วนมาตรฐานเคร่�องม่อ 
กรมอุตุนิยมวิทยา

  - เตรยีมอปุกรณท์ี�ใชส้อบเทยีบ คอ่ เคร่�องควบคมุ
และกำาเนิดอุณหภูมิและความช่�นแบบตู้ CVMS CLIMATIC  
รุ่น C-THL150-40/1-SP และเคร่�องวัดอุณหภูมิและความช่�น
ขึ้อง Michell hygrometer รุ่น Optidew 401 S/N 161430 เป็น
เคร่�องมอ่มาตรฐานที�ใชใ้นการสอบเทยีบอณุหภมูแิละความช่�น
ขึ้องกรมอุตุนิยมวิทยาที�ได้รับใบรับรองมาตราฐานการสอบ
เทียบจัากสถุาบันมาตรฐานมาตรวิทยา

  ตดิตั�งเคร่�องมอ่สอบเทียบโดยให้หวัวดัความช่�น
มาตรฐานและ Electronic Thermo-Hygrometer ที�ถุูกสอบ
เทียบอยู่ใกล้กันมากที�สุด เพื่่�อให้หัววัดทั�งสองตัวอยู่ภายใต้
สภาวะเดียวกันภายในตู้สอบเทียบ จัากนั�นต่อสายสัญญาณ
จัากเคร่�องวัดอุณหภูมิและความช่�นเขึ้้ากับเคร่�องบันท้กขึ้้อมูล 

  - เปิดเคร่�องควบคุมอุณหภูมิและความช่�นและ
ตั�งคา่ขึ้องตูส้อบเทยีบไวท้ี�อณุหภมูแิละความช่�นที�ตอ้งการสอบ
เทียบเป็นจัุดแรกและทิ�งระยะเวลาให้อุณหภูมิและความช่�น
ในตู้สอบเทียบอยู่ในสภาวะเสถุียรไม่น้อยกว่า 30 นาที โดย
สังเกตการเปลี�ยนแปลงขึ้องค่าอุณหภูมิและความช่�นจัากหัว
วัดมาตรฐานให้อยู่ในเกณฑ์ที�กำาหนดหร่อตามขึ้้อกำาหนดขึ้อง
ผู้ผลิตเคร่�องม่อ

  - บนัทก้ค่าอุณหภมูแิละความช่�นสมัพื่นัธใ์นแตล่ะ
ค่าสอบเทียบที�อ่านได้จัากหัววัดมาตรฐาน ไม่น้อยกว่า 5 ครั�ง
 โดยทิ�งชว่งเวลาในการบนัทก้ผลแตล่ะครั�งไม่นอ้ยกวา่ 1 นาที 
บันท้กผลขึ้องเคร่�องม่อที�ถุูกสอบเทียบกับค่ามาตรฐาน

  - กำาหนดจัดุสอบเทยีบอณุหภมู ิ3 จัดุสอบเทยีบ 
ค่อ 5, 25, 50 ºC และ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ที� 30, 60, 90 %

 ตวัอย่างชดุขึ้อ้มลูการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วดัอณุหภมูิ
และความช่�นสัมพื่ัทธ์ที�คัดเล่อก (AM2315C รุ่น ASAIR, 
SHT31 และ RS485- AHT15 ) กบัเซึ้นเซึ้อรม์าตรฐาน (Michell  
hygrometer) แสดงใน Table 1

Table 1 Calibration results of temperature and relative humidity sensors and Michell hygrometer 

MICHELL AM2315 correction SHT31 correction AHT15 correction

T H T H T H T H T H T H T H

9.40 90.40 9.50 90.61 -0.10 -0.21 9.85 88.30 -0.45 2.10 9.50 90.00 -0.10 0.40

9.40 90.40 9.52 90.51 -0.12 -0.11 9.88 88.74 -0.48 1.66 9.53 90.10 -0.13 0.30

9.40 90.50 9.53 90.59 -0.13 -0.09 9.80 89.00 -0.40 1.50 9.53 90.95 -0.13 -0.45

9.40 90.40 9.60 90.48 -0.20 -0.08 9.80 89.20 -0.40 1.20 9.58 90.00 -0.18 0.40

9.40 90.30 9.59 90.40 -0.19 -0.10 9.78 88.80 -0.38 1.50 9.51 90.00 -0.11 0.30
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การสอบเทยีบกบัเครื�องวดันํ�าฝนมาตราฐาน + 3 

มลิลเิมตร   

1.2.3 สอบเทยีบเซนเซอรว์ดัความชื�นในดนิ 

 งานวจิยันี�ทาํการสอบเทยีบค่าความชื�น

ในดนิดว้ยวธิวีดัโดยนํ�าหนัก (Gravimetric method) ตาม

หลกัการคาํนวณหาความชื�นในดนิของงานวจิยัสมบรูณ์ 

และคณะ (����) มขี ั �นตอนดงันี� 

- นําตวัอย่างดนิใส่ในภาชนะจํานวน � 

ใบ โดยเตมินํ�า �, 25, 50, 75 และ ��� กรมั 

- วดัความชื�นในดนิในภาชนะทั �ง � ใบ 

ดว้ยเซนเซอรช์นิดที� �-� คอื TDR Soil Moisture 

Sensor  , Lon Soil Moisture Sensor และ Soil 

humidity sensor ตามลําดบั แลว้บนัทกึค่าไว ้

- ชั �งนํ�าหนักดนิในภาชนะทั �ง � ใบ ก่อน

นําไปอบอุณหภูม ิ��� องศาเซลเซยีสอบครั �งละ � 

ชั �วโมง จนค่านํ�าหนักดนิไม่เปลี�ยนแปลง 

 - นําค่านํ�าหนักดนิก่อนอบ และหลงัอบ

มาคาํนวณหาค่าความชื�นในดนิโดยใชส้ตูรในสมการ (�)  

 

ความชื�นโดยนํ�าหนัก% = นํ�าหนักดนิเปียก�นํ�าหนักดนิอบแหง้

นํ�าหนักดนิอบแหง้
× 100  (2) 

- หาความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณ

ความชื� น ใ นดินที� คํ า นว ณได้จ ากก ารทดลอง ใน

ห้องปฏิบตัิการกับค่าที�วดัได้จากเครื�องมอืเซนเซอร์วดั

ความชื�นในดนิโดยวธิกีารสหสมัพนัธ์อย่างง่าย  (simple 

correlation) 

- หาค่ารอ้ยละของความคลาดเคลื�อน

ของความชื�นในดินที�ได้จากเซนเซอร์ทั �ง 3 ชนิด กบัค่า

ความชื�นที�ได้จากการคํานวณจากนํ�าหนัก (ค่าความชื�น

จรงิ) จากสตูรในสมการที� (�) 

ความคลาดเคลื่อน(%) =�คาความชื้นจากน้ำหนัก�คาความชื้นจากเซนเซอร

คาความช้ืนจากน้ำหนัก
�X100 (3) 

 

ผลการสอบเทยีบเซนเซอร์วดัความชื�นในดนิที�

มีผลการทดสอบดีที�สุด คือ ชนิด TDR Soil Moisture 

Sensor พบว่าเซนเซอร์ว ัดความชื�นในดินชนิดนี�มีค่า

ความชื�นที�วดัได้กบัปรมิาณความชื�นในดนิที�คํานวณได้

ตามสมการที� 1  มีแนวโน้มไปในทิศทางเดยีวกนัและมี

ค่าสมัประสิทธิ �สหสมัพนัธ์ระหว่างค่าทั �งสองเข้าใกล้ �  

ดงัตวัอย่างผลการสอบเทยีบในตารางที� 3  

Table 3 TDR Soil Moisture Sensor calibration  

           results 

 

1.2.4 สอบเทยีบเซนเซอรว์ดัความเขม้แสง  

สอบเทียบหวัวดัความเข้มแสงแบบพกพา Digital Lux 

Meter ของบรษิทั PEAKMETER รุ่น PM 6612 กบัหวัวดั

มาตรฐาน Lux meter ของบริษัท EKO รุ่น ML-020SO 

S/N S14057.15 มีค่า sensitivity เท่ากับ 0.2055 µV/lx 

ของภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัย

ศลิปากร เป็นเครื�องมอืมาตราฐานในการสอบเทยีบ และ

ติดตั �งห ัววัดความเข้มแสงแบบพกพาที�ต้องการสอบ

เทียบใกล้กับหวัวดัมาตรฐานและอ่านค่าข้อมูลของทั �ง

สองหวัวดั โดยสอบเทยีบเป็นเวลา � วนั ระหว่างวนัที� 

��-�� มิถุนายน ���� ตั �งแต่เวลา �.�� น. – ��.�� น. 

ณ ดาด ฟ้าชั �น  ��  อาคารวิทยาศาสตร์  �  คณะ

วทิยาศาสตร ์มหาวทิยาลยัศลิปากร จงัหวดันครปฐม ดงั 

รปูที� 4  ทาํการบนัทกึค่าศกัยไ์ฟฟ้าจากเครื�องวดั 

 

 

 

 

 

 
 

    
Figure 4 The calibration of a digital lux meter at  
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Figure 4 The calibration of a digital lux meter at  
 Silpakorn University

  - ชั�งนำ�าหนักดินในภาชนะทั�ง 5 ใบ ก่อนนำาไป
อบอุณหภูมิ 110 องศาเซึ้ลเซึ้ียสอบครั�งละ 1 ชั�วโมง จันค่านำ�า
หนักดินไม่เปลี�ยนแปลง

  - นำาค่านำ�าหนกัดนิกอ่นอบ และหลงัอบมาคำานวณ
หาค่าความช่�นในดินโดยใช้สูตรในสมการ (2) 

ความชิ�นโดยนำ�าหนัก (%) = x 100นำ�าหนักดินเปียก - นำ�าหนักดินอบแห้ง
นำ�าหนักดินอบแห้ง

(2)

  - หาความสัมพื่ันธ์ระหว่างปริมาณความช่�นใน
ดนิที�คำานวณไดจ้ัากการทดลองในหอ้งปฏบิตักิารกบัคา่ที�วดัได้
จัากเคร่�องมอ่เซึ้นเซึ้อร์วดัความช่�นในดินโดยวิธกีารสหสัมพัื่นธ์
อย่างง่าย (simple correlation)

  - หาค่าร้อยละขึ้องความคลาดเคล่�อนขึ้อง 
ความช่�นในดินที�ได้จัากเซึ้นเซึ้อร์ทั�ง 3 ชนิด กับค่าความช่�น
ที�ได้จัากการคำานวณจัากนำ�าหนัก (ค่าความช่�นจัริง) จัากสูตร
ในสมการที� (3)

ความคาดเคล่�อน (%) = x 100
ค่าความช่�นจัากนำ�าหนัก - ค่าความช่�นจัากเซึ้นเซึ้อร์

ค่าความช่�นจัากนำ�าหนัก  (3)

 ผลการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินที�มี
ผลการทดสอบดีที�สุด ค่อ ชนิด TDR Soil Moisture Sensor  
พื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินชนิดนี�มีค่าความช่�นที�วัดได ้
กับปริมาณความช่�นในดินที�คำานวณได้ตามสมการที� 1  
มแีนวโนม้ไปในทศิทางเดียวกนัและมคีา่สมัประสทิธิส์หสัมพื่นัธ์
ระหว่างค่าทั�งสองเขึ้้าใกล้ 1 ดังตัวอย่างผลการสอบเทียบใน  
Table 3 

Table 3 TDR Soil Moisture Sensor calibration results
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) ค่าความช่�นจากเซนเซอร ์(%)

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10

580.0 0 580.0 543.7 7 8 88 10 6 9 7 8 10 12 9

580.0 50 630.0 542.3 16 20 27 25 24 25 17 19 20 21 19

580.0 100 680.0 542.5 25 31 35 35 29 36 32 25 26 28 27

580.0 150 730.0 730.0 34 38 42 53 39 47 44 37 36 42 33

580.0 200 780.0 780.0 44 53 48 61 46 54 58 53 47 53 44

ค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพื่ันธ์ 1.00 0.97 0.99 0.98 0.99 1.00 0.99 1.00 0.99 1.00

หมายเหต:ุ A1-A10 ค่อ เซึ้นเซึ้อร์ชนิด TDR Soil Moisture Sensor จัำานวน 10 เซึ้นเซึ้อร์ 

  1.2.4 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสง 

  สอบเทยีบหวัวดัความเขึ้ม้แสงแบบพื่กพื่า Digital 
Lux Meter ขึ้องบริษัท PEAKMETER รุ่น PM 6612 กับหัว
วัดมาตรฐาน Lux meter ขึ้องบริษัท EKO รุ่น ML-020SO 
S/N S14057.15 มีค่า sensitivity เท่ากับ 0.2055 µV/lx ขึ้อง
ภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร เป็น
เคร่�องม่อมาตราฐานในการสอบเทียบ และติดตั�งหัววัดความ
เขึ้ม้แสงแบบพื่กพื่าที�ตอ้งการสอบเทยีบใกลก้บัหวัวดัมาตรฐาน
และอ่านค่าขึ้้อมูลขึ้องทั�งสองหัววัด โดยสอบเทียบเป็นเวลา 2 
วัน ระหว่างวันที� 11-12 มิถุุนายน 2565 ตั�งแต่เวลา 9.00 น.  
- 16.00 น. ณ ดาดฟ้าชั�น 11 อาคารวิทยาศาสตร์ 1 คณะ
วิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร จัังหวัดนครปฐม  
ดัง Figure 4 ทำาการบันท้กค่าศักย์ไฟฟ้าจัากเคร่�องวัด
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 จัากผลการสอบเทียบใน Table 1 พื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์
ตรวจัวัดอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์ AM2315 รุ่น ASAIR 
มีความคลาดเคล่�อนในการตรวจัวัดเม่�อเทียบกับเซึ้นเซึ้อร์
มาตรฐาน (Michell hygrometer) น้อยที�สุด ค่อ ประมาณ 1 
องศาเซึ้ลเซึ้ียส และ 1-3 %RH ตามลำาดับ 

  1.2.2 สอบเทยีบเคร่�องวดัปรมิาณนำ�าฝุ่น ณ หอ้ง
สอบเทยีบสว่นมาตรฐานเคร่�องมอ่ กรมอุตนุยิมวทิยา ตามหลกั
การสอบเทียบเคร่�องม่อวัดที�กำาหนดไว้ในมาตรฐาน ISO/IEC 
17025:2017 ด้วยชุดสอบเทียบปริมาณนำ�าฝุ่น Rain Gauge 
Calibrator รุ่น 260-2595 ขึ้องบริษัท NovaLynx และติดตั�ง
กับเคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดก (Tripping budget 
rain gauge) ที�ใช้ทดสอบชนิด 0.2 mm/tip และ 0.5 mm/tip 
ดงั Figure 3 จัากนั�นบรรจุันำ�าตามปริมาตรที�กำาหนดไว้ คอ่ 250 
ml, 500 ml, 946 ml และบันท้กค่าที�ได้จัากเคร่�องวัดปริมาณ
ฝุ่นแบบถุ้วยกระดกทั�งสองชนิด ตัวอย่างชุดผลการสอบเทียบ
เคร่�องวัดปริมาณนำ�าฝุ่นกับชุดสอบเทียบมาตรฐาน แสดงใน 
Table 2

   

  

                   

Table 1 Calibration results of temperature and 

relative humidity sensors and Michell hygrometer  

 

จากผลการสอบเทยีบในตารางที� 1  พบว่าเซนเซอร์

ตรวจวดัอุณหภมูแิละความชื�นสมัพทัธ ์ A M 2 3 1 5  รุ่น 

ASAIR มคีวามคลาดเคลื�อนในการตรวจวดัเมื�อเทยีบกบั

เซนเซอร์มาตรฐาน (Michell hygrometer) น้อยที�สุด คอื 

ประมาณ � องศาเซลเซยีส และ �-� %RH ตามลําดบั   

�.�.� สอบเทียบเครื�องวัดปริมาณนํ�าฝน ณ 

หอ้งสอบเทยีบส่วนมาตรฐานเครื�องมอื กรมอุตุนิยมวทิยา 

ตามหลักการสอบเทียบเครื�องมือวัดที�กําหนดไว้ใน

มาตรฐาน ISO/IEC 17025:2017 ด้วยชุดสอบเทียบ

ปริมาณนํ� าฝน Rain Gauge Calibrator รุ่น 260-2595 

ของบรษิทั NovaLynx และตดิตั �งกบัเครื�องวดัปรมิาณฝน

แบบถ้วยกระดก (Tripping budget rain gauge) ที� ใ ช้

ทดสอบชนิด � .� mm/tip และ �.� mm/tip ดังรูปที� 3   

จากนั �นบรรจุนํ�าตามปริมาตรที�กําหนดไว้ คือ ��� ml, 

500 ml, 946 ml และบนัทกึค่าที�ไดจ้ากเครื�องวดัปรมิาณ

ฝนแบบถ้วยกระดกทั �งสองชนิด ตัวอย่างชุดผลการสอบ

เทยีบเครื�องวดัปรมิาณนํ�าฝนกบัชุดสอบเทยีบมาตรฐาน 

แสดงในตารางที� �  

 

 

Figure 3 Tripping budget rain gauge (0.2 mm/tip)  

and calibration kit 

Table 2 Result of rain gauge calibration  

 
หมายเหตุ  test 1 และ test 2  คอื เครื�องวดัปรมิาณฝนแบบถว้ย

กระดกที�ใช้ทดสอบชนิด �.� mm/tip และ �.5 mm/tip ตามลําดบั 

 

               ปรมิาตรทรงกระบอก = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟�h           (1) 

โดยที� r คอื รศัมปีากถงัวดันํ�าฝน (� นิ�ว = ��.�มลิลเิมตร)  

1 ลูกบาศกม์ลิลเิมตร (mm3) = 0.001 มลิลลิติร (ml)   

 ผลการสอบเทยีบพบว่า เครื�องวดัปรมิาณฝน

แบบถว้ยกระดกชนิด �.� mm/tip มคีวามคลาดเคลื�อนใน

MICHELL AM2315 corection SHT31 corection AHT15 corection
T H T H T H T H T H T H T H

9.40 90.40 9.50 90.61 -0.10 -0.21 9.85 88.30 -0.45 2.10 9.50 90.00 -0.10 0.40
9.40 90.40 9.52 90.51 -0.12 -0.11 9.88 88.74 -0.48 1.66 9.53 90.10 -0.13 0.30
9.40 90.50 9.53 90.59 -0.13 -0.09 9.80 89.00 -0.40 1.50 9.53 90.95 -0.13 -0.45
9.40 90.40 9.60 90.48 -0.20 -0.08 9.80 89.20 -0.40 1.20 9.58 90.00 -0.18 0.40
9.40 90.30 9.59 90.40 -0.19 -0.10 9.78 88.80 -0.38 1.50 9.51 90.00 -0.11 0.30

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.65 78.00 -0.35 1.50 9.55 79.62 -0.25 -0.12
9.30 79.50 9.52 78.68 -0.22 0.82 9.65 77.80 -0.35 1.70 9.52 79.62 -0.22 -0.12
9.30 79.30 9.53 78.40 -0.23 0.90 9.73 77.60 -0.43 1.70 9.40 79.41 -0.10 -0.11
9.30 79.40 9.48 78.49 -0.18 0.91 9.66 77.65 -0.36 1.75 9.44 79.41 -0.14 -0.01
9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.66 78.00 -0.36 1.50 9.46 79.55 -0.16 -0.05

19.00 58.50 19.18 58.24 -0.18 0.26 19.21 56.30 -0.21 2.20 19.21 58.92 -0.21 -0.42
19.00 58.50 19.19 58.59 -0.19 -0.09 19.50 56.10 -0.50 2.40 19.20 58.55 -0.20 -0.05
19.10 58.40 19.20 58.00 -0.10 0.40 19.40 56.00 -0.30 2.40 19.23 59.05 -0.13 -0.65
19.00 58.50 19.18 58.72 -0.18 -0.22 19.33 56.00 -0.33 2.50 19.20 58.50 -0.20 0.00
19.10 58.40 19.21 57.95 -0.11 0.45 19.52 56.30 -0.42 2.10 19.20 58.90 -0.10 -0.50

29.10 47.50 29.17 47.88 -0.07 -0.38 29.50 45.57 -0.40 1.93 29.30 48.85 -0.20 -1.35
29.10 47.50 29.17 47.69 -0.07 -0.19 29.50 45.30 -0.40 2.20 29.30 48.82 -0.20 -1.32
29.10 47.60 29.19 47.74 -0.09 -0.14 29.60 45.68 -0.50 1.92 29.20 48.68 -0.10 -1.08
29.20 47.60 29.30 47.77 -0.10 -0.17 29.70 45.56 -0.50 2.04 29.30 48.68 -0.10 -1.08
29.10 47.30 29.18 47.65 -0.08 -0.35 29.60 45.33 -0.50 1.97 29.28 48.62 -0.18 -1.32

39.10 37.20 39.15 38.53 -0.05 -1.33 39.44 35.50 -0.34 1.70 39.27 40.05 -0.17 -2.85
39.20 36.70 39.20 38.28 0.00 -1.58 39.69 34.90 -0.49 1.80 39.40 40.02 -0.20 -3.32
39.20 36.70 39.22 38.95 -0.02 -2.25 39.58 35.10 -0.38 1.60 39.40 39.90 -0.20 -3.20
39.20 36.70 39.33 38.19 -0.13 -1.49 39.70 35.00 -0.50 1.70 39.38 39.90 -0.18 -3.20
39.20 36.50 39.25 38.01 -0.05 -1.51 39.69 35.00 -0.49 1.50 39.40 39.60 -0.20 -3.10

49.10 17.30 49.21 18.61 -0.11 -1.31 49.55 17.52 -0.45 -0.22 49.23 21.52 -0.13 -4.22
49.10 17.40 49.22 18.59 -0.12 -1.19 49.53 17.65 -0.43 -0.25 49.20 21.53 -0.10 -4.13
49.10 17.20 49.23 18.36 -0.13 -1.16 49.55 17.44 -0.45 -0.24 49.24 21.66 -0.14 -4.46
49.10 17.20 49.24 18.38 -0.14 -1.18 49.52 17.40 -0.42 -0.20 49.26 21.48 -0.16 -4.28
49.10 17.30 49.22 18.30 -0.12 -1.00 49.52 17.35 -0.42 -0.05 49.26 21.36 -0.16 -4.06

Rain Gauge  

Calibrator 

Tripping budget  

rain gauge  

(0.2 mm/tip) 

Figure 3 Tripping budget rain gauge (0.2 mm/tip)  
and calibration kit

Table 2 Result of rain gauge calibration 

volume of  
water (ml)

Counter ø  
8 inches

Counter Test1 correction
Counter ø  
8 inches

Counter Test2 correction

250 38.5 39 -0.5 15.4 14 1.4

38.5 38 0.5 15.4 13 2.4

38.5 38 0.5 15.4 14 1.4

500 77.0 76 1 30.8 29 1.8

77.0 77 0 30.8 29 1.8

77.0 77 0 30.8 30 0.8

946 145.8 146 -0.2 58.3 56 2.3

145.8 145 0.8 58.3 55 3.3

145.8 146 -.02 58.3 58 0.3

หมายเหต ุtest 1 และ test 2 ค่อ เคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดกที�ใช้ทดสอบชนิด 0.2 mm/tip และ 0.5 mm/tip ตามลำาดับ

  ปริมาตรทรงกระบอก = πr2h  (1)

  โดยที� 

  r คอ่ รศัมปีากถุงัวดันำ�าฝุ่น (1 นิ�ว = 25.4 มลิลเิมตร) 

  1 ลูกบาศก์มิลลิเมตร (mm3) = 0.001 มิลลิลิตร 
(ml)  

  ผลการสอบเทียบพื่บว่า เคร่�องวัดปริมาณฝุ่น
แบบถุ้วยกระดกชนิด 0.2 mm/tip มีความคลาดเคล่�อนใน 
การสอบเทียบกับเคร่�องวัดนำ�าฝุ่นมาตราฐาน +3 มิลลิเมตร 

  1.2.3 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดิน

  งานวิจััยนี�ทำาการสอบเทียบค่าความช่�นในดิน 
ด้วยวิธีวัดโดยนำ�าหนัก (Gravimetric method) ตามหลักการ
คำานวณหาความช่�นในดินขึ้องงานวิจััยสมบูรณ์ และคณะ  
(2551) มีขึ้ั�นตอนดังนี�

  - นำาตัวอย่างดินใส่ในภาชนะจัำานวน 5 ใบ  
โดยเติมนำ�า 0, 25, 50, 75 และ 100 กรัม

  - วัดความช่�นในดินในภาชนะทั�ง 5 ใบ ด้วย
เซึ้นเซึ้อร์ชนิดที� 1-3 ค่อ TDR Soil Moisture Sensor, Lon 
Soil Moisture Sensor และ Soil humidity sensor ตามลำาดับ 
แล้วบันท้กค่าไว้
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การสอบเทยีบกบัเครื�องวดันํ�าฝนมาตราฐาน + 3 

มลิลเิมตร   

1.2.3 สอบเทยีบเซนเซอรว์ดัความชื�นในดนิ 

 งานวจิยันี�ทาํการสอบเทยีบค่าความชื�น

ในดนิดว้ยวธิวีดัโดยนํ�าหนัก (Gravimetric method) ตาม

หลกัการคาํนวณหาความชื�นในดนิของงานวจิยัสมบรูณ์ 

และคณะ (����) มขี ั �นตอนดงันี� 

- นําตวัอย่างดนิใส่ในภาชนะจํานวน � 

ใบ โดยเตมินํ�า �, 25, 50, 75 และ ��� กรมั 

- วดัความชื�นในดนิในภาชนะทั �ง � ใบ 

ดว้ยเซนเซอรช์นิดที� �-� คอื TDR Soil Moisture 

Sensor  , Lon Soil Moisture Sensor และ Soil 

humidity sensor ตามลําดบั แลว้บนัทกึค่าไว ้

- ชั �งนํ�าหนักดนิในภาชนะทั �ง � ใบ ก่อน

นําไปอบอุณหภูม ิ��� องศาเซลเซยีสอบครั �งละ � 

ชั �วโมง จนค่านํ�าหนักดนิไม่เปลี�ยนแปลง 

 - นําค่านํ�าหนักดนิก่อนอบ และหลงัอบ

มาคาํนวณหาค่าความชื�นในดนิโดยใชส้ตูรในสมการ (�)  

 

ความชื�นโดยนํ�าหนัก% = นํ�าหนักดนิเปียก�นํ�าหนักดนิอบแหง้

นํ�าหนักดนิอบแหง้
× 100  (2) 

- หาความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณ

ความชื� น ใ นดินที� คํ า นว ณได้จ ากก ารทดลอง ใน

ห้องปฏิบตัิการกับค่าที�วดัได้จากเครื�องมอืเซนเซอร์วดั

ความชื�นในดนิโดยวธิกีารสหสมัพนัธ์อย่างง่าย  (simple 

correlation) 

- หาค่ารอ้ยละของความคลาดเคลื�อน

ของความชื�นในดินที�ได้จากเซนเซอร์ทั �ง 3 ชนิด กบัค่า

ความชื�นที�ได้จากการคํานวณจากนํ�าหนัก (ค่าความชื�น

จรงิ) จากสตูรในสมการที� (�) 

ความคลาดเคลื่อน(%) =�คาความชื้นจากน้ำหนัก�คาความชื้นจากเซนเซอร

คาความช้ืนจากน้ำหนัก
�X100 (3) 

 

ผลการสอบเทยีบเซนเซอร์วดัความชื�นในดนิที�

มีผลการทดสอบดีที�สุด คือ ชนิด TDR Soil Moisture 

Sensor พบว่าเซนเซอร์ว ัดความชื�นในดินชนิดนี�มีค่า

ความชื�นที�วดัได้กบัปรมิาณความชื�นในดนิที�คํานวณได้

ตามสมการที� 1  มีแนวโน้มไปในทิศทางเดยีวกนัและมี

ค่าสมัประสิทธิ �สหสมัพนัธ์ระหว่างค่าทั �งสองเข้าใกล้ �  

ดงัตวัอย่างผลการสอบเทยีบในตารางที� 3  

Table 3 TDR Soil Moisture Sensor calibration  

           results 

 

1.2.4 สอบเทยีบเซนเซอรว์ดัความเขม้แสง  

สอบเทียบหวัวดัความเข้มแสงแบบพกพา Digital Lux 

Meter ของบรษิทั PEAKMETER รุ่น PM 6612 กบัหวัวดั

มาตรฐาน Lux meter ของบริษัท EKO รุ่น ML-020SO 

S/N S14057.15 มีค่า sensitivity เท่ากับ 0.2055 µV/lx 

ของภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัย

ศลิปากร เป็นเครื�องมอืมาตราฐานในการสอบเทยีบ และ

ติดตั �งห ัววัดความเข้มแสงแบบพกพาที�ต้องการสอบ

เทียบใกล้กับหวัวดัมาตรฐานและอ่านค่าข้อมูลของทั �ง

สองหวัวดั โดยสอบเทยีบเป็นเวลา � วนั ระหว่างวนัที� 

��-�� มิถุนายน ���� ตั �งแต่เวลา �.�� น. – ��.�� น. 

ณ ดาด ฟ้าชั �น  ��  อาคารวิทยาศาสตร์  �  คณะ

วทิยาศาสตร ์มหาวทิยาลยัศลิปากร จงัหวดันครปฐม ดงั 

รปูที� 4  ทาํการบนัทกึค่าศกัยไ์ฟฟ้าจากเครื�องวดั 

 

 

 

 

 

 
 

    
Figure 4 The calibration of a digital lux meter at  

 Silpakorn University 
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Figure 4 The calibration of a digital lux meter at  
 Silpakorn University

  - ชั�งนำ�าหนักดินในภาชนะทั�ง 5 ใบ ก่อนนำาไป
อบอุณหภูมิ 110 องศาเซึ้ลเซึ้ียสอบครั�งละ 1 ชั�วโมง จันค่านำ�า
หนักดินไม่เปลี�ยนแปลง

  - นำาคา่นำ�าหนกัดนิกอ่นอบ และหลงัอบมาคำานวณ
หาค่าความช่�นในดินโดยใช้สูตรในสมการ (2) 

ความชิ�นโดยนำ�าหนัก (%) = x 100นำ�าหนักดินเปียก - นำ�าหนักดินอบแห้ง
นำ�าหนักดินอบแห้ง

(2)

  - หาความสัมพื่ันธ์ระหว่างปริมาณความช่�นใน
ดนิที�คำานวณไดจ้ัากการทดลองในหอ้งปฏบิตักิารกบัคา่ที�วดัได้
จัากเคร่�องมอ่เซึ้นเซึ้อร์วดัความช่�นในดินโดยวิธกีารสหสัมพัื่นธ์
อย่างง่าย (simple correlation)

  - หาค่าร้อยละขึ้องความคลาดเคล่�อนขึ้อง 
ความช่�นในดินที�ได้จัากเซึ้นเซึ้อร์ทั�ง 3 ชนิด กับค่าความช่�น
ที�ได้จัากการคำานวณจัากนำ�าหนัก (ค่าความช่�นจัริง) จัากสูตร
ในสมการที� (3)

ความคาดเคล่�อน (%) = x 100
ค่าความช่�นจัากนำ�าหนัก - ค่าความช่�นจัากเซึ้นเซึ้อร์

ค่าความช่�นจัากนำ�าหนัก  (3)

 ผลการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินที�มี
ผลการทดสอบดีที�สุด ค่อ ชนิด TDR Soil Moisture Sensor  
พื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินชนิดนี�มีค่าความช่�นที�วัดได ้
กับปริมาณความช่�นในดินที�คำานวณได้ตามสมการที� 1  
มแีนวโนม้ไปในทศิทางเดียวกนัและมคีา่สมัประสทิธิส์หสัมพื่นัธ์
ระหว่างค่าทั�งสองเขึ้้าใกล้ 1 ดังตัวอย่างผลการสอบเทียบใน  
Table 3 

Table 3 TDR Soil Moisture Sensor calibration results
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) ค่าความช่�นจากเซนเซอร ์(%)

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10

580.0 0 580.0 543.7 7 8 88 10 6 9 7 8 10 12 9

580.0 50 630.0 542.3 16 20 27 25 24 25 17 19 20 21 19

580.0 100 680.0 542.5 25 31 35 35 29 36 32 25 26 28 27

580.0 150 730.0 730.0 34 38 42 53 39 47 44 37 36 42 33

580.0 200 780.0 780.0 44 53 48 61 46 54 58 53 47 53 44

ค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพื่ันธ์ 1.00 0.97 0.99 0.98 0.99 1.00 0.99 1.00 0.99 1.00

หมายเหต:ุ A1-A10 ค่อ เซึ้นเซึ้อร์ชนิด TDR Soil Moisture Sensor จัำานวน 10 เซึ้นเซึ้อร์ 

  1.2.4 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความเขึ้้มแสง 

  สอบเทยีบหวัวดัความเขึ้ม้แสงแบบพื่กพื่า Digital 
Lux Meter ขึ้องบริษัท PEAKMETER รุ่น PM 6612 กับหัว
วัดมาตรฐาน Lux meter ขึ้องบริษัท EKO รุ่น ML-020SO 
S/N S14057.15 มีค่า sensitivity เท่ากับ 0.2055 µV/lx ขึ้อง
ภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร เป็น
เคร่�องม่อมาตราฐานในการสอบเทียบ และติดตั�งหัววัดความ
เขึ้ม้แสงแบบพื่กพื่าที�ตอ้งการสอบเทยีบใกลก้บัหวัวดัมาตรฐาน
และอ่านค่าขึ้้อมูลขึ้องทั�งสองหัววัด โดยสอบเทียบเป็นเวลา 2 
วัน ระหว่างวันที� 11-12 มิถุุนายน 2565 ตั�งแต่เวลา 9.00 น.  
- 16.00 น. ณ ดาดฟ้าชั�น 11 อาคารวิทยาศาสตร์ 1 คณะ
วิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร จัังหวัดนครปฐม  
ดัง Figure 4 ทำาการบันท้กค่าศักย์ไฟฟ้าจัากเคร่�องวัด
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 จัากผลการสอบเทียบใน Table 1 พื่บว่าเซึ้นเซึ้อร์
ตรวจัวัดอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์ AM2315 รุ่น ASAIR 
มีความคลาดเคล่�อนในการตรวจัวัดเม่�อเทียบกับเซึ้นเซึ้อร์
มาตรฐาน (Michell hygrometer) น้อยที�สุด ค่อ ประมาณ 1 
องศาเซึ้ลเซึ้ียส และ 1-3 %RH ตามลำาดับ 

  1.2.2 สอบเทยีบเคร่�องวดัปรมิาณนำ�าฝุ่น ณ หอ้ง
สอบเทยีบสว่นมาตรฐานเคร่�องมอ่ กรมอุตนุยิมวทิยา ตามหลกั
การสอบเทียบเคร่�องม่อวัดที�กำาหนดไว้ในมาตรฐาน ISO/IEC 
17025:2017 ด้วยชุดสอบเทียบปริมาณนำ�าฝุ่น Rain Gauge 
Calibrator รุ่น 260-2595 ขึ้องบริษัท NovaLynx และติดตั�ง
กับเคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดก (Tripping budget 
rain gauge) ที�ใช้ทดสอบชนิด 0.2 mm/tip และ 0.5 mm/tip 
ดงั Figure 3 จัากนั�นบรรจุันำ�าตามปริมาตรที�กำาหนดไว้ คอ่ 250 
ml, 500 ml, 946 ml และบันท้กค่าที�ได้จัากเคร่�องวัดปริมาณ
ฝุ่นแบบถุ้วยกระดกทั�งสองชนิด ตัวอย่างชุดผลการสอบเทียบ
เคร่�องวัดปริมาณนำ�าฝุ่นกับชุดสอบเทียบมาตรฐาน แสดงใน 
Table 2

   

  

                   

Table 1 Calibration results of temperature and 

relative humidity sensors and Michell hygrometer  

 

จากผลการสอบเทยีบในตารางที� 1  พบว่าเซนเซอร์

ตรวจวดัอุณหภมูแิละความชื�นสมัพทัธ ์ A M 2 3 1 5  รุ่น 

ASAIR มคีวามคลาดเคลื�อนในการตรวจวดัเมื�อเทยีบกบั

เซนเซอร์มาตรฐาน (Michell hygrometer) น้อยที�สุด คอื 

ประมาณ � องศาเซลเซยีส และ �-� %RH ตามลําดบั   

�.�.� สอบเทียบเครื�องวัดปริมาณนํ�าฝน ณ 

หอ้งสอบเทยีบส่วนมาตรฐานเครื�องมอื กรมอุตุนิยมวทิยา 

ตามหลักการสอบเทียบเครื�องมือวัดที�กําหนดไว้ใน

มาตรฐาน ISO/IEC 17025:2017 ด้วยชุดสอบเทียบ

ปริมาณนํ� าฝน Rain Gauge Calibrator รุ่น 260-2595 

ของบรษิทั NovaLynx และตดิตั �งกบัเครื�องวดัปรมิาณฝน

แบบถ้วยกระดก (Tripping budget rain gauge) ที� ใ ช้

ทดสอบชนิด � .� mm/tip และ �.� mm/tip ดังรูปที� 3   

จากนั �นบรรจุนํ�าตามปริมาตรที�กําหนดไว้ คือ ��� ml, 

500 ml, 946 ml และบนัทกึค่าที�ไดจ้ากเครื�องวดัปรมิาณ

ฝนแบบถ้วยกระดกทั �งสองชนิด ตัวอย่างชุดผลการสอบ

เทยีบเครื�องวดัปรมิาณนํ�าฝนกบัชุดสอบเทยีบมาตรฐาน 

แสดงในตารางที� �  

 

 

Figure 3 Tripping budget rain gauge (0.2 mm/tip)  

and calibration kit 

Table 2 Result of rain gauge calibration  

 
หมายเหตุ  test 1 และ test 2  คอื เครื�องวดัปรมิาณฝนแบบถว้ย

กระดกที�ใช้ทดสอบชนิด �.� mm/tip และ �.5 mm/tip ตามลําดบั 

 

               ปรมิาตรทรงกระบอก = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟�h           (1) 

โดยที� r คอื รศัมปีากถงัวดันํ�าฝน (� นิ�ว = ��.�มลิลเิมตร)  

1 ลูกบาศกม์ลิลเิมตร (mm3) = 0.001 มลิลลิติร (ml)   

 ผลการสอบเทยีบพบว่า เครื�องวดัปรมิาณฝน

แบบถว้ยกระดกชนิด �.� mm/tip มคีวามคลาดเคลื�อนใน

MICHELL AM2315 corection SHT31 corection AHT15 corection
T H T H T H T H T H T H T H

9.40 90.40 9.50 90.61 -0.10 -0.21 9.85 88.30 -0.45 2.10 9.50 90.00 -0.10 0.40
9.40 90.40 9.52 90.51 -0.12 -0.11 9.88 88.74 -0.48 1.66 9.53 90.10 -0.13 0.30
9.40 90.50 9.53 90.59 -0.13 -0.09 9.80 89.00 -0.40 1.50 9.53 90.95 -0.13 -0.45
9.40 90.40 9.60 90.48 -0.20 -0.08 9.80 89.20 -0.40 1.20 9.58 90.00 -0.18 0.40
9.40 90.30 9.59 90.40 -0.19 -0.10 9.78 88.80 -0.38 1.50 9.51 90.00 -0.11 0.30

9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.65 78.00 -0.35 1.50 9.55 79.62 -0.25 -0.12
9.30 79.50 9.52 78.68 -0.22 0.82 9.65 77.80 -0.35 1.70 9.52 79.62 -0.22 -0.12
9.30 79.30 9.53 78.40 -0.23 0.90 9.73 77.60 -0.43 1.70 9.40 79.41 -0.10 -0.11
9.30 79.40 9.48 78.49 -0.18 0.91 9.66 77.65 -0.36 1.75 9.44 79.41 -0.14 -0.01
9.30 79.50 9.49 78.60 -0.19 0.90 9.66 78.00 -0.36 1.50 9.46 79.55 -0.16 -0.05

19.00 58.50 19.18 58.24 -0.18 0.26 19.21 56.30 -0.21 2.20 19.21 58.92 -0.21 -0.42
19.00 58.50 19.19 58.59 -0.19 -0.09 19.50 56.10 -0.50 2.40 19.20 58.55 -0.20 -0.05
19.10 58.40 19.20 58.00 -0.10 0.40 19.40 56.00 -0.30 2.40 19.23 59.05 -0.13 -0.65
19.00 58.50 19.18 58.72 -0.18 -0.22 19.33 56.00 -0.33 2.50 19.20 58.50 -0.20 0.00
19.10 58.40 19.21 57.95 -0.11 0.45 19.52 56.30 -0.42 2.10 19.20 58.90 -0.10 -0.50

29.10 47.50 29.17 47.88 -0.07 -0.38 29.50 45.57 -0.40 1.93 29.30 48.85 -0.20 -1.35
29.10 47.50 29.17 47.69 -0.07 -0.19 29.50 45.30 -0.40 2.20 29.30 48.82 -0.20 -1.32
29.10 47.60 29.19 47.74 -0.09 -0.14 29.60 45.68 -0.50 1.92 29.20 48.68 -0.10 -1.08
29.20 47.60 29.30 47.77 -0.10 -0.17 29.70 45.56 -0.50 2.04 29.30 48.68 -0.10 -1.08
29.10 47.30 29.18 47.65 -0.08 -0.35 29.60 45.33 -0.50 1.97 29.28 48.62 -0.18 -1.32

39.10 37.20 39.15 38.53 -0.05 -1.33 39.44 35.50 -0.34 1.70 39.27 40.05 -0.17 -2.85
39.20 36.70 39.20 38.28 0.00 -1.58 39.69 34.90 -0.49 1.80 39.40 40.02 -0.20 -3.32
39.20 36.70 39.22 38.95 -0.02 -2.25 39.58 35.10 -0.38 1.60 39.40 39.90 -0.20 -3.20
39.20 36.70 39.33 38.19 -0.13 -1.49 39.70 35.00 -0.50 1.70 39.38 39.90 -0.18 -3.20
39.20 36.50 39.25 38.01 -0.05 -1.51 39.69 35.00 -0.49 1.50 39.40 39.60 -0.20 -3.10

49.10 17.30 49.21 18.61 -0.11 -1.31 49.55 17.52 -0.45 -0.22 49.23 21.52 -0.13 -4.22
49.10 17.40 49.22 18.59 -0.12 -1.19 49.53 17.65 -0.43 -0.25 49.20 21.53 -0.10 -4.13
49.10 17.20 49.23 18.36 -0.13 -1.16 49.55 17.44 -0.45 -0.24 49.24 21.66 -0.14 -4.46
49.10 17.20 49.24 18.38 -0.14 -1.18 49.52 17.40 -0.42 -0.20 49.26 21.48 -0.16 -4.28
49.10 17.30 49.22 18.30 -0.12 -1.00 49.52 17.35 -0.42 -0.05 49.26 21.36 -0.16 -4.06

Rain Gauge  
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Tripping budget  
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Figure 3 Tripping budget rain gauge (0.2 mm/tip)  
and calibration kit

Table 2 Result of rain gauge calibration 

volume of  
water (ml)

Counter ø  
8 inches

Counter Test1 correction
Counter ø  
8 inches

Counter Test2 correction

250 38.5 39 -0.5 15.4 14 1.4

38.5 38 0.5 15.4 13 2.4

38.5 38 0.5 15.4 14 1.4

500 77.0 76 1 30.8 29 1.8

77.0 77 0 30.8 29 1.8

77.0 77 0 30.8 30 0.8

946 145.8 146 -0.2 58.3 56 2.3

145.8 145 0.8 58.3 55 3.3

145.8 146 -.02 58.3 58 0.3

หมายเหต ุtest 1 และ test 2 ค่อ เคร่�องวัดปริมาณฝุ่นแบบถุ้วยกระดกที�ใช้ทดสอบชนิด 0.2 mm/tip และ 0.5 mm/tip ตามลำาดับ

  ปริมาตรทรงกระบอก = πr2h  (1)

  โดยที� 

  r คอ่ รศัมปีากถุงัวดันำ�าฝุ่น (1 นิ�ว = 25.4 มลิลเิมตร) 

  1 ลูกบาศก์มิลลิเมตร (mm3) = 0.001 มิลลิลิตร 
(ml)  

  ผลการสอบเทียบพื่บว่า เคร่�องวัดปริมาณฝุ่น
แบบถุ้วยกระดกชนิด 0.2 mm/tip มีความคลาดเคล่�อนใน 
การสอบเทียบกับเคร่�องวัดนำ�าฝุ่นมาตราฐาน +3 มิลลิเมตร 

  1.2.3 สอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดิน

  งานวิจััยนี�ทำาการสอบเทียบค่าความช่�นในดิน 
ด้วยวิธีวัดโดยนำ�าหนัก (Gravimetric method) ตามหลักการ
คำานวณหาความช่�นในดินขึ้องงานวิจััยสมบูรณ์ และคณะ  
(2551) มีขึ้ั�นตอนดังนี�

  - นำาตัวอย่างดินใส่ในภาชนะจัำานวน 5 ใบ  
โดยเติมนำ�า 0, 25, 50, 75 และ 100 กรัม

  - วัดความช่�นในดินในภาชนะทั�ง 5 ใบ ด้วย
เซึ้นเซึ้อร์ชนิดที� 1-3 ค่อ TDR Soil Moisture Sensor, Lon 
Soil Moisture Sensor และ Soil humidity sensor ตามลำาดับ 
แล้วบันท้กค่าไว้
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Figure 10 System overview 

 2.1 การออกแบบโปรแกรมสาํหรบัการตรวจวดั 

บนัทกึ และการรบั-ส่งขอ้มลู  

ออกแบบโปรแกรมทํางานบนลลิี�โก (LILYGO) 

โปรแกรมจะควบคุมการทํางานของอุปกรณ์ต่างๆ เช่น 

ไมโครคอนโทรลเลอร์ เซนเซอร์ อุปกรณ์สื�อสารและ

ไฟฟ้า และ sdcard เป็นต้น ซึ�งโปรแกรมมีชุดคําสั �งให้

เซนเซอร์แต่ละชนิดทําการตรวจวดัและบนัทึกค่าลงใน 

sdcard และส่งค่าข้อมูลจากการตรวจวัดเข้าสู่ระบบ

คลาวด์เซิ ร์ฟเวอร์ (Cloud server) ในทุกๆ 15 นาที 

นอกจากนี�เพื�อให้สะดวกต่อการใช้งานชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัินี� จงึออกแบบให้โปรแกรมสามารถรองรบัการ

ทํางานในกรณีที�ผูใ้ชง้านไม่ม ีsdcard สําหรบัการบนัทกึ

ค่าที�ได้จากการตรวจวดั โดยขอ้มูลตรวจวดัจะถูกส่งเขา้

ระบบคลาวดเ์ซริฟ์เวอรเ์พื�อเกบ็บนัทกึค่าโดยตรงได ้

�.� โปรแกรมบริหารจดัการกระแสขอ้มูลตรวจวดั 

หรอืการรบั-ส่งขอ้มูล ทําหน้าที�ควบคุมการส่งขอ้มูลจาก

สถานีวดัภาคสนามมายงัหน่วยจดัเก็บและบนัทกึขอ้มูล

ตรวจวัด โดยใช้บริการระบบจัดการกระแสข้อมูลและ

บนัทกึขอ้มลู (Data storage) ในรปูแบบ Cloud  

2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจวดัและ

ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทํางานบนระบบ 

แอนดรอยด์ ต่อยอดให้ทํางานบนระบบ iOS วนิโดว์และ

ลนุิกส ์ ตวัอย่างการแสดงผลของโปรแกรมดงัรปูที� 11  

 
 
 

 

   

Figure 11  Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations 
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ชนดิ โดยเซึ้นเซึ้อรว์ดัอณุหภมูแิละความช่�นสัมพัื่ทธต์ดิตั�งภาย
ในเรดิเอชั�นชิลด์ ที�ความสูง 170 เซึ้นติเมตร และเซึ้นเซึ้อร์วัด
ความเขึ้้มแสงจัะติดตั�งที�ยอดเสา ส่วนเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นใน
ดินความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตร 

 จัาก Figure 9 เป็นแบบแผงวงจัรชุดควบคุมการทำางาน 
ที�ออกแบบไว้ใช้ในการเช่�อมต่ออุปกรณ์ที�ใช้ควบคุมระบบ 
ตรวจัวัด บันท้ก และรับ-ส่งขึ้้อมูลขึ้องตรวจัอากาศอัตโนมัติ 

 2. การพื่ัฒนาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยา 

 แนวคิดการพัื่ฒนาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาแสดง
ใน Figure 10 มีขึ้ั�นตอนดำาเนินการดังนี� 

  1.3.3 ออกแบบเรดิเอชั�นชลิด ์(Radiation shield) 
สำาหรับป้องกันรังสีดวงอาทิตย์ตกกระทบกับเซึ้นเซึ้อร์ทั�งสอง
และใหเ้ป็นการวัดคา่จัากสิ�งแวดลอ้มจัรงิ โดยนำาจัานพื่ลาสตกิ
ขึ้้�นรปูมาเจัาะรปูตรงกลางแลว้ประกอบเปน็แผน่ซึ้อ้นกนั 6 ชั�น 
ดัง Figure 8

   1.3.4 แบบแผงวงจัรชุดควบคุมการทำางาน 

 2.1 การออกแบบโปรแกรมสำาหรบัการตรวจัวัด บนัทก้ 
และการรับ-ส่งขึ้้อมูล 

 ออกแบบโปรแกรมทำางานบนลิลี�โก (LILYGO) 
โปรแกรมจัะควบคุมการทำางานขึ้องอุปกรณ์ต่างๆ เช่น  
ไมโครคอนโทรลเลอร ์เซึ้นเซึ้อร ์อปุกรณส์่�อสารและไฟฟ้า และ 
sdcard เป็นต้น ซึ้้�งโปรแกรมมีชุดคำาสั�งให้เซึ้นเซึ้อร์แต่ละชนิด
ทำาการตรวจัวัดและบันท้กค่าลงใน sdcard และส่งค่าขึ้้อมูล 
จัากการตรวจัวัดเขึ้้าสู่ระบบคลาวด์เซึ้ิร์ฟเวอร์ (Cloud server) 
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มาตรฐานและค่าความสว่างจากเครื�องวดัที�นํามาทดสอบ

ทุกๆ �� นาที ในแต่ละครั �งจะอ่านค่าทุก �� วินาที 

จํานวน �� ครั �ง จากนั �นพกัเป็นเวลาประมาณ � ชั �วโมง

แล้วดําเนินการแบบเดิม นําค่าศักย์ไฟฟ้าที�ได้จาก

เครื�องวดัความสว่างมาตรฐานในหน่วย mV มาแปลงเป็น

ค่าความสว่างในหน่วย lux  แล้วมาสร้างกราฟแสดง

ความสมัพนัธ์ระหว่างค่าความสว่างจากเครื�องวดัความ

สว่างมาตรฐานและค่าความสว่างที�ไดจ้ากเครื�องวดัความ

สว่างที�นํามาทดสอบ ผลที�ไดแ้สดงดงัรูปที� 5      

 
Figure 5  A graph showing the relationship of lux 

between Digital lux meter and Lux meter 

จากรูปที� 5 พบว่า ความสมัพนัธไ์ม่เป็นเชงิเสน้ 

โดยมคีวามสมัพนัธ์ในรูปแบบสมการพหุนามกําลังสอง 

ดงันี� 

      Lreal = 610-6L2 + 0.566L + 12123       ( 3 ) 

               (R² = 0.96)  

 

นําค่าความสว่างจากหวัวดัมาตรฐานหารดว้ย

ค่าความสว่างจากหวัวดัที�นํามาสอบเทยีบแล้วหา

ค่าเฉลี�ยในแต่ละช่วงจะไดผ้ลแสดงในรูป 6   

 

Figure 6 The graph shows average light intensity  

               in each range 

จากนั�นหาค่าเฉลี�ยของขอ้มลูทั �งหมดจะไดแ้ฟค

เตอร์ (factor) ปรับค่าที�อ่านได้จากหัววัดที�นํามาสอบ

เทยีบ ในที�นี�มคี่าเท่ากบั �.�� หรอืเขยีนเป็นสมการไดว้่า 

            Lreal = 1.17L                   (4) 

 เมื�อ Lreal   คอื ความสว่างที�แทจ้รงิ (lux) 

       L    คอื ความสว่างที�อ่านไดจ้ากเครื�องที�นํามา 

                  สอบเทยีบ (lux) 

�.� การออกแบบชุดอุปกรณ์ตดิตั �ง 

     �.�.� ออกแบบตู/้ชั �นวางสาํหรบัอุปกรณ์ตรวจ 

อากาศและระบบการทาํงานของอุปกรณ์ภายในโดยใช ้

พลงังานแสงอาทติย ์

�.�.� ออกแบบชุดอุปกรณ์การตดิตั �งชุดตรวจ

อากาศอตัโนมตัติน้แบบ ดงัแสดงรูปที� 7(a) โดยชุดตรวจ

อากาศอตัโนมตัติน้แบบที�ประกอบสาํเรจ็แลว้แสดงในรูป

ที� 7(b)  ชุดอุปกรณ์การตดิตั �งประกอบดว้ย 

�) เสาตดิตั �งเซนเซอร์วดัปรมิาณฝน 

ความสงู �� เซนตเิมตร 

�) เสาความสูง ��� เซนติเมตร มี

ระยะห่างจากเสาติดตั �งเซนเซอร์วัดปริมาณฝน ��� 

เซนตเิมตร โดยเสามคีวามสูง ��� เซนติเมตร ออกแบบ

สําหรบัติดตั �งแผงโซล่าร์เซลล์ อุปกรณ์ตรวจวดั บนัทกึ

รับ-ส่งข้อมูล และเซนเซอร์ � ชนิด โดยเซนเซอร์วัด

อุณหภูมแิละความชื�นสมัพทัธต์ดิตั �งภายในเรดเิอชั �นชลิด์ 

ที�ความสูง ��� เซนติเมตร และเซนเซอร์วดัความเขม้

แสงจะตดิตั �งที�ยอดเสา  ส่วนเซนเซอร์วดัความชื�นในดนิ

ความลกึจากผวิดนิ 10 เซนตเิมตร    
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Figure 6 The graph shows average light intensity  
 in each range

 มาตรฐานและคา่ความสวา่งจัากเคร่�องวดัที�นำามาทด
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13 ครั�ง จัากนั�นพื่กัเปน็เวลาประมาณ 1 ชั�วโมงแลว้ดำาเนนิการ 
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เคร่�องวดัความสวา่งที�นำามาทดสอบ ผลที�ไดแ้สดงดงั Figure 5 

 จัากนั�นหาคา่เฉลี�ยขึ้องขึ้อ้มลูทั�งหมดจัะไดแ้ฟคเตอร์
 (factor) ปรบัคา่ที�อา่นไดจ้ัากหวัวดัที�นำามาสอบเทยีบ ในที�นี�มี
ค่าเท่ากับ 1.17 หร่อเขึ้ียนเป็นสมการได้ว่า
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สว่างที�นํามาทดสอบ ผลที�ไดแ้สดงดงัรูปที� 5      

 
Figure 5  A graph showing the relationship of lux 

between Digital lux meter and Lux meter 
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�) เสาความสูง ��� เซนติเมตร มี

ระยะห่างจากเสาติดตั �งเซนเซอร์วัดปริมาณฝน ��� 

เซนตเิมตร โดยเสามคีวามสูง ��� เซนติเมตร ออกแบบ

สําหรบัติดตั �งแผงโซล่าร์เซลล์ อุปกรณ์ตรวจวดั บนัทกึ

รับ-ส่งข้อมูล และเซนเซอร์ � ชนิด โดยเซนเซอร์วัด

อุณหภูมแิละความชื�นสมัพทัธต์ดิตั �งภายในเรดเิอชั �นชลิด์ 

ที�ความสูง ��� เซนติเมตร และเซนเซอร์วดัความเขม้

แสงจะตดิตั �งที�ยอดเสา  ส่วนเซนเซอร์วดัความชื�นในดนิ

ความลกึจากผวิดนิ 10 เซนตเิมตร    

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 100 200 300 400 500 600 700

fa
ct

or
 LU

X

series

Figure 5 A graph showing the relationship of lux between 
Digital lux meter and Lux meter

 จัาก Figure 5 พื่บว่า ความสัมพื่ันธ์ไม่เป็นเชิงเส้น  
โดยมีความสัมพื่ันธ์ในรูปแบบสมการพื่หุนามกำาลังสอง ดังนี�

 Lreal = 6×10-6L2 + 0.566L + 12123    (3)

 (R² = 0.96) 

 นำาค่าความสว่างจัากหัววัดมาตรฐานหารด้วยค่า 
ความสวา่งจัากหวัวดัที�นำามาสอบเทยีบแลว้หาคา่เฉลี�ยในแตล่ะ
ช่วงจัะได้ผลแสดงใน Figure 6 

 Lreal = 1.17L       (4)

 เม่�อ 

 L
real 

ค่อ ความสว่างที�แท้จัริง (lux)

 L คอ่ ความสวา่งที�อา่นไดจ้ัากเคร่�องที�นำามาสอบเทยีบ 
(lux)

 1.3 การออกแบบชุดอุปกรณ์ติดตั�ง

  1.3.1 ออกแบบตู้/ชั�นวางสำาหรับอุปกรณ์ตรวจั
อากาศและระบบการทำางานขึ้องอุปกรณภ์ายในโดยใช้พื่ลงังาน
แสงอาทิตย์

  1.3.2 ออกแบบชุดอุปกรณ์การติดตั�งชุดตรวจั
อากาศอตัโนมตัติน้แบบ ดงัแสดงรปูที� 7(a) โดยชดุตรวจัอากาศ
อัตโนมัติต้นแบบที�ประกอบสำาเร็จัแล้วแสดงในรูปที� 7(b) ชุด
อุปกรณ์การติดตั�งประกอบด้วย

  1) เสาติดตั�งเซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณฝุ่น ความสูง 
60 เซึ้นติเมตร

  2) เสาความสูง 200 เซึ้นติเมตร มีระยะห่างจัาก
เสาติดตั�งเซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณฝุ่น 150 เซึ้นติเมตร โดยเสามี
ความสูง 200 เซึ้นติเมตร ออกแบบสำาหรับติดตั�งแผงโซึ้ล่าร์
เซึ้ลล์ อุปกรณ์ตรวจัวัด บันท้กรับ-ส่งขึ้้อมูล และเซึ้นเซึ้อร์ 4 
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Figure 7 (a) structural drawing for installation of 

the Automatic in-field weather station 

Figure 7 (b) Automatic in-field weather station 

  

1.3.3  ออกแบบเรดิ เ อชั �นชิลด์  (Radiation 

shield) สําหรับป้องกันรังสีดวงอาทิตย์ตกกระทบกับ

เซนเซอร์ทั �งสองและใหเ้ป็นการวดัค่าจากสิ�งแวดลอ้มจรงิ 

โดยนําจานพลาสติกขึ�นรูปมาเจาะรูปตรงกลางแล้ว

ประกอบเป็นแผ่นซอ้นกนั 6 ชั �น  ดงัรปูที� 8 

  
Figure 8 Radiation shield 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.4  แบบแผงวงจรชุดควบคุมการทาํงาน  

 
Figure 9 Operation control circuit board 
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อากาศอตัโนมตั ิ 

2.  การพฒันาระบบสมารท์อตุนิุยมวิทยา   

แนวคดิการพฒันาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวทิยาแสดง

ในรปูที� 10 มขี ั �นตอนดาํเนินการดงันี�  
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Figure 10 System overview 

 2.1 การออกแบบโปรแกรมสาํหรบัการตรวจวดั 

บนัทกึ และการรบั-ส่งขอ้มลู  

ออกแบบโปรแกรมทํางานบนลลิี�โก (LILYGO) 

โปรแกรมจะควบคุมการทํางานของอุปกรณ์ต่างๆ เช่น 

ไมโครคอนโทรลเลอร์ เซนเซอร์ อุปกรณ์สื�อสารและ

ไฟฟ้า และ sdcard เป็นต้น ซึ�งโปรแกรมมีชุดคําสั �งให้

เซนเซอร์แต่ละชนิดทําการตรวจวดัและบนัทึกค่าลงใน 

sdcard และส่งค่าข้อมูลจากการตรวจวัดเข้าสู่ระบบ

คลาวด์เซิ ร์ฟเวอร์ (Cloud server) ในทุกๆ 15 นาที 

นอกจากนี�เพื�อให้สะดวกต่อการใช้งานชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัินี� จงึออกแบบให้โปรแกรมสามารถรองรบัการ

ทํางานในกรณีที�ผูใ้ชง้านไม่ม ีsdcard สําหรบัการบนัทกึ

ค่าที�ได้จากการตรวจวดั โดยขอ้มูลตรวจวดัจะถูกส่งเขา้

ระบบคลาวดเ์ซริฟ์เวอรเ์พื�อเกบ็บนัทกึค่าโดยตรงได ้

�.� โปรแกรมบริหารจดัการกระแสขอ้มูลตรวจวดั 

หรอืการรบั-ส่งขอ้มูล ทําหน้าที�ควบคุมการส่งขอ้มูลจาก

สถานีวดัภาคสนามมายงัหน่วยจดัเก็บและบนัทกึขอ้มูล

ตรวจวัด โดยใช้บริการระบบจัดการกระแสข้อมูลและ

บนัทกึขอ้มลู (Data storage) ในรปูแบบ Cloud  

2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจวดัและ

ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทํางานบนระบบ 

แอนดรอยด์ ต่อยอดให้ทํางานบนระบบ iOS วนิโดว์และ

ลนุิกส ์ ตวัอย่างการแสดงผลของโปรแกรมดงัรปูที� 11  

 
 
 

 

   

Figure 11  Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations 
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ชนดิ โดยเซึ้นเซึ้อรว์ดัอณุหภมูแิละความช่�นสัมพัื่ทธต์ดิตั�งภาย
ในเรดิเอชั�นชิลด์ ที�ความสูง 170 เซึ้นติเมตร และเซึ้นเซึ้อร์วัด
ความเขึ้้มแสงจัะติดตั�งที�ยอดเสา ส่วนเซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นใน
ดินความล้กจัากผิวดิน 10 เซึ้นติเมตร 

 จัาก Figure 9 เป็นแบบแผงวงจัรชุดควบคุมการทำางาน 
ที�ออกแบบไว้ใช้ในการเช่�อมต่ออุปกรณ์ที�ใช้ควบคุมระบบ 
ตรวจัวัด บันท้ก และรับ-ส่งขึ้้อมูลขึ้องตรวจัอากาศอัตโนมัติ 

 2. การพื่ัฒนาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยา 

 แนวคิดการพัื่ฒนาระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาแสดง
ใน Figure 10 มีขึ้ั�นตอนดำาเนินการดังนี� 

  1.3.3 ออกแบบเรดิเอชั�นชลิด ์(Radiation shield) 
สำาหรับป้องกันรังสีดวงอาทิตย์ตกกระทบกับเซึ้นเซึ้อร์ทั�งสอง
และใหเ้ป็นการวัดคา่จัากสิ�งแวดลอ้มจัรงิ โดยนำาจัานพื่ลาสตกิ
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Figure 7 (a) structural drawing for installation of  
the Automatic in-field weather station

   

  

                   

  
Figure 7 (a) structural drawing for installation of 

the Automatic in-field weather station 

Figure 7 (b) Automatic in-field weather station 
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Figure 8 Radiation shield 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.4  แบบแผงวงจรชุดควบคุมการทาํงาน  

 
Figure 9 Operation control circuit board 
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เครื�องวดัความสว่างมาตรฐานในหน่วย mV มาแปลงเป็น
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ความสมัพนัธ์ระหว่างค่าความสว่างจากเครื�องวดัความ

สว่างมาตรฐานและค่าความสว่างที�ไดจ้ากเครื�องวดัความ

สว่างที�นํามาทดสอบ ผลที�ไดแ้สดงดงัรูปที� 5      
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นําค่าความสว่างจากหวัวดัมาตรฐานหารดว้ย

ค่าความสว่างจากหวัวดัที�นํามาสอบเทยีบแล้วหา

ค่าเฉลี�ยในแต่ละช่วงจะไดผ้ลแสดงในรูป 6   

 

Figure 6 The graph shows average light intensity  
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Figure 6 The graph shows average light intensity  
 in each range

 มาตรฐานและคา่ความสวา่งจัากเคร่�องวดัที�นำามาทด
สอบทุกๆ 10 นาท ีในแต่ละครั�งจัะอ่านค่าทุก 10 วนิาที จัำานวน  
13 ครั�ง จัากนั�นพื่กัเปน็เวลาประมาณ 1 ชั�วโมงแลว้ดำาเนนิการ 
แบบเดมิ นำาคา่ศกัยไ์ฟฟา้ที�ไดจ้ัากเคร่�องวดัความสวา่งมาตรฐาน
ในหน่วย mV มาแปลงเป็นค่าความสว่างในหน่วย lux แล้ว 
มาสร้างกราฟแสดงความสัมพัื่นธ์ระหว่างค่าความสว่าง 
จัากเคร่�องวัดความสว่างมาตรฐานและค่าความสว่างที�ได้จัาก
เคร่�องวดัความสวา่งที�นำามาทดสอบ ผลที�ไดแ้สดงดงั Figure 5 

 จัากนั�นหาคา่เฉลี�ยขึ้องขึ้อ้มลูทั�งหมดจัะไดแ้ฟคเตอร์
 (factor) ปรบัคา่ที�อา่นไดจ้ัากหวัวดัที�นำามาสอบเทยีบ ในที�นี�มี
ค่าเท่ากับ 1.17 หร่อเขึ้ียนเป็นสมการได้ว่า
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Figure 5 A graph showing the relationship of lux between 
Digital lux meter and Lux meter

 จัาก Figure 5 พื่บว่า ความสัมพื่ันธ์ไม่เป็นเชิงเส้น  
โดยมีความสัมพื่ันธ์ในรูปแบบสมการพื่หุนามกำาลังสอง ดังนี�

 Lreal = 6×10-6L2 + 0.566L + 12123    (3)

 (R² = 0.96) 

 นำาค่าความสว่างจัากหัววัดมาตรฐานหารด้วยค่า 
ความสวา่งจัากหวัวดัที�นำามาสอบเทยีบแลว้หาคา่เฉลี�ยในแตล่ะ
ช่วงจัะได้ผลแสดงใน Figure 6 

 Lreal = 1.17L       (4)

 เม่�อ 

 L
real 

ค่อ ความสว่างที�แท้จัริง (lux)

 L คอ่ ความสวา่งที�อา่นไดจ้ัากเคร่�องที�นำามาสอบเทยีบ 
(lux)

 1.3 การออกแบบชุดอุปกรณ์ติดตั�ง

  1.3.1 ออกแบบตู้/ชั�นวางสำาหรับอุปกรณ์ตรวจั
อากาศและระบบการทำางานขึ้องอุปกรณภ์ายในโดยใช้พื่ลงังาน
แสงอาทิตย์

  1.3.2 ออกแบบชุดอุปกรณ์การติดตั�งชุดตรวจั
อากาศอตัโนมตัติน้แบบ ดงัแสดงรปูที� 7(a) โดยชดุตรวจัอากาศ
อัตโนมัติต้นแบบที�ประกอบสำาเร็จัแล้วแสดงในรูปที� 7(b) ชุด
อุปกรณ์การติดตั�งประกอบด้วย

  1) เสาติดตั�งเซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณฝุ่น ความสูง 
60 เซึ้นติเมตร

  2) เสาความสูง 200 เซึ้นติเมตร มีระยะห่างจัาก
เสาติดตั�งเซึ้นเซึ้อร์วัดปริมาณฝุ่น 150 เซึ้นติเมตร โดยเสามี
ความสูง 200 เซึ้นติเมตร ออกแบบสำาหรับติดตั�งแผงโซึ้ล่าร์
เซึ้ลล์ อุปกรณ์ตรวจัวัด บันท้กรับ-ส่งขึ้้อมูล และเซึ้นเซึ้อร์ 4 
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โปรแกรม Met4Agriculture จะมเีมนูหน้าหลกั

แสดงผลข้อมูลการตรวจวัดจากเซนเซอร์ต่างๆ ได้แก่ 

อุณหภูม ิความชื�น ปรมิาณฝน ความเขม้แสง ความชื�น

ในดนิและปุ่ มเมนูการเพิ�ม-ลบ สถานี การตั �งค่าโปรแกรม 

และดูขอ้มูลย้อนหลงั โปรแกรมจะแสดงผลการตรวจวดั

จากภาคสนามผ่านอุปกรณ์โทรศพัทเ์คลื�อนที�ทุก �� นาท ี 

โดยเชื�อมต่อระบบ NETPIE นําขอ้มูลสถานะและขอ้มูล

ตรวจวดัล่าสุดมาแสดง แสดงค่าข้อมูลตรวจวดัปัจจุบนั

ทุกจุดตรวจวัดในรูปแบบ Dashboard  เมื� อกดจุด

ตรวจวดัจะแสดงขอ้มูลแบบละเอยีดและแสดงสถานีและ

สถานะสถานี  จดัการและวิเคราะห์ข้อมูลการตรวจวดั

แบบเวลาจริงหรือใกล้เคียงเวลาจริงได้อย่างอตัโนมตัิ  

เช่น สถานะขอ้มูลของแต่ละสถานี (ปกติ/ไม่ปกต)ิ มปีุ่ ม

สําหรับกดส่งออกข้อมูลที�แสดงเป็นไฟล์ csv  รวมทั �ง

โปรแกรมมีรอบการเรียกข้อมูลมาแสดงผล สามารถ

แสดงขอ้มูลยอ้นหลงัในรูปแบบกราฟ รายชั �วโมง รายวนั 

รายเดอืน ระยะเวลาในการจดัเกบ็และเรยีกดูขอ้มูล ��� 

วนั และม ีnotification bar เตอืน ถ้าผูใ้ชง้านตั �งค่าเกณฑ์

แจ้ ง เตือน การ ใ ช้ ง านโปรแกรม  Met4Agriculture 

สามารถใช้งานผ่าน Web Browser โดยไม่ต้องติดตั �ง

โปรแกรมได้ทุก Platform ไม่ว่าจะเป็น คอมพิวเตอร์ 

Windows, Mac, Linux, โทรศัพท์มือถือ Android, IOS

โดยผูใ้ชง้านสแกน QR code ในรปูที� 12 เพื�อดาวน์โหลด

โปรแกรม Met4Agriculture  
 

 

Figure 12 Met4Agriculture application QR code 

3.  การติดตั �งชุดตรวจอากาศอตัโนมติัภาคสนาม 

ตดิตั �งชุดตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามในพื�นที�  

�) กรมอุตุนิยมวทิยา บางนา กรุงเทพฯ 

�) แปลงทดลองพชืสวน ภาควชิาพชืศาสตรแ์ละ

ปฐพศีาสตรค์ณะเกษตรศาสตร์ มหาวทิยาลยัเชยีงใหม่ 

จงัหวดัเชยีงใหม่ 

�) แปลงทดลองปลูกพชืหมุนเวยีนระยะสั �น (พชืไร่ 

พชืสวน) สาขาวชิาเทคโนโลยกีารผลติพชื สํานักวชิา

เทคโนโลยกีารเกษตร มหาวทิยาลยัเทคโนโลยสุีรนาร ี 

จงัหวดันครราชสมีา 

�) ศูนยเ์รยีนรูก้ารผลติพชืตามแนวพระราชดาํริ

ทฤษฎใีหม่จนัทบุร ีตั �งอยู่ที�ศูนยว์จิยัและพฒันาการ

เกษตรจนัทบุร ีกรมวชิาการเกษตร จงัหวดัจนัทบุร ี

5) สวนผสมปาลม์นํ�ามนัและโกโกข้องเกษตรกรบ้าน

ควนสูง ตําบลคนัธุล ีอําเภอท่าชนะ จงัหวดัสุราษฎรธ์านี  

6) กลุ่มวิสาหกิจชุมชนมะม่วงบ้านแฮดเพื�อการ

ส่งออก ตํ าบลหนองแซง อําเภอบ้านแฮด จังหวัด

ขอนแก่น 

7) กลุ่มเกษตรกรบ้านตะโหมด ตําบลตะโหมด 

อําเภอตะโหมด จงัหวดัพทัลุง 

8) กองจดัการสวนยาง � การยางแห่งประเทศไทย 

การยางแห่งประเทศไทย ตําบลกรุงหยนั อําเภอทุ่งใหญ่ 

จงัหวดันครศรธีรรมราช 

9) ศูนย์วจิยัยางสุราษฎร์ธานี การยางแห่งประเทศ

ไทย ตําบลขนุทะเล อําเภอเมอืง จงัหวดัสุราษฎร์ธานี 

สรปุผลการทดลองและข้อเสนอแนะ 

สรปุผลการทดลอง 

การพฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามมี

ต้นทุนการผลติตํ�าประกอบดว้ยเซนเซอร์ที�ผ่านการสอบ

เทยีบจาํนวน 5 ชนิด สามารถตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�น

สมัพทัธ์ ปรมิาณฝน ความเขม้แสง ความชื�นในดนิ และ

ส่งขอ้มูลไปแสดงผลบนโปรแกรม Met4Agricuture  จาก

การสอบเทยีบเซนเซอร์ชนิดต่างๆ ที�นํามาประกอบชุด

ตรวจอากาศอตัโนมตั ิพบว่า เซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูมิ

และความชื�นสัมพัทธ์ ASAIR-AM2315 มีความคลาด

เคลื�อนประมาณ � องศาเซลเซียส และ �-� %RH

ตามลําดบั  ถงัวดันํ�าฝนแบบถว้ยกระดกวดัปรมิาณนํ�าฝน

ได้ตั �งแต่ 0.2 มลิลเิมตรขึ�นไป มคีวามคลาดเคลื�อน + � 

มิลลิเมตร  เซนเซอร์วดัความชื�นในดินชนิด TDR Soil 

Moisture Sensor มีค่ าความชื� นที�ว ัด ได้กับปริม าณ

ความชื�นในดนิที�คํานวณมแีนวโน้มไปในทศิทางเดยีวกนั

และมคี่าสมัประสทิธิ �สหสมัพนัธ์ระหว่างค่าทั �งสองเขา้ใกล้ 

1  และเซนเซอรว์ดัความเขม้แสงช่วงการวดัแสงโดยรอบ 

0-120000 lux ใช้แฟกเตอร์ปรบัค่าความเข้มแสงที�อ่าน

ได้จากเครื�อง คือ 1.17  และเมื�อติดตั �งชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัภิาคสนามจาํนวน 9 แห่ง ใน 5 ภาคของประเทศ 

พบว่ามีการตรวจวดั รบั-ส่งข้อมูลอย่างต่อเนื�อง ระบบ

สมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื�อการเกษตร (Met4Agriculture 

Figure 12 Met4Agriculture application QR code

 3. การติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนาม

 ติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามในพื่่�นที� 

 1) กรมอุตุนิยมวิทยา บางนา กรุงเทพื่ฯ

 2) แปลงทดลองพื่่ชสวน ภาควิชาพื่่ชศาสตร์และ 
ปฐพีื่ศาสตร์คณะเกษตรศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่  
จัังหวัดเชียงใหม่

 3) แปลงทดลองปลูกพื่่ชหมุนเวียนระยะสั�น (พื่่ชไร่ 
พื่ช่สวน) สาขึ้าวชิาเทคโนโลยกีารผลติพื่ช่ สำานกัวชิาเทคโนโลยี
การเกษตร มหาวทิยาลยัเทคโนโลยสีรุนาร ีจังัหวดันครราชสมีา

 4) ศนูยเ์รยีนรูก้ารผลิตพื่ช่ตามแนวพื่ระราชดำารทิฤษฎี
ใหม่จัันทบุรี ตั�งอยู่ที�ศูนย์วิจััยและพื่ัฒนาการเกษตรจัันทบุรี 
กรมวิชาการเกษตร จัังหวัดจัันทบุรี

 5) สวนผสมปาลม์นำ�ามนัและโกโกข้ึ้องเกษตรกรบา้น
ควนสูง ตำาบลคันธุลี อำาเภอท่าชนะ จัังหวัดสุราษฎร์ธานี 

 6) กลุ่มวิสาหกิจัชุมชนมะม่วงบ้านแฮดเพื่่�อการ 
ส่งออก ตำาบลหนองแซึ้ง อำาเภอบ้านแฮด จัังหวัดขึ้อนแก่น

 7) กลุม่เกษตรกรบา้นตะโหมด ตำาบลตะโหมด อำาเภอ
ตะโหมด จัังหวัดพื่ัทลุง

 8) กองจััดการสวนยาง 3 การยางแห่งประเทศไทย 
การยางแห่งประเทศไทย ตำาบลกรงุหยนั อำาเภอทุง่ใหญ่ จังัหวดั
นครศรีธรรมราช

 9) ศนูยว์จิัยัยางสรุาษฎรธ์าน ีการยางแหง่ประเทศไทย 
ตำาบลขึุ้นทะเล อำาเภอเม่อง จัังหวัดสุราษฎร์ธานี

สรปุผลการทดลอง
 การพื่ฒันาชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามมตีน้ทนุ
การผลิตตำ�าประกอบด้วยเซึ้นเซึ้อร์ที�ผา่นการสอบเทียบจัำานวน  
5 ชนิด สามารถุตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณ
ฝุ่น ความเข้ึ้มแสง ความช่�นในดิน และส่งขึ้้อมูลไปแสดงผล
บนโปรแกรม Met4Agricuture จัากการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์
ชนิดต่างๆ ที�นำามาประกอบชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ  

พื่บว่า เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์  
ASAIR-AM2315 มคีวามคลาดเคล่�อนประมาณ 1 องศาเซึ้ลเซึ้ยีส  
และ 1-3 %RHตามลำาดับ ถุังวัดนำ�าฝุ่นแบบถุ้วยกระดกวัด
ปรมิาณนำ�าฝุ่นไดต้ั�งแต ่0.2 มลิลเิมตรขึ้้�นไป มคีวามคลาดเคล่�อน  
+ 3 มิลลิเมตร เซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินชนิด TDR Soil  
Moisture Sensor มคีา่ความช่�นที�วดัไดก้บัปรมิาณความช่�นใน
ดนิที�คำานวณมแีนวโนม้ไปในทศิทางเดยีวกนัและมคีา่สมัประสทิธิ์
สหสัมพื่ันธ์ระหว่างค่าทั�งสองเขึ้้าใกล้ 1 และเซึ้นเซึ้อร์วัดความ
เขึ้้มแสงช่วงการวัดแสงโดยรอบ 0-120000 lux ใช้แฟกเตอร์
ปรับค่าความเข้ึ้มแสงที�อ่านได้จัากเคร่�อง ค่อ 1.17 และเม่�อ 
ติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามจัำานวน 9 แห่ง  
ใน 5 ภาคขึ้องประเทศ พื่บว่ามีการตรวจัวัด รับ-ส่งข้ึ้อมูล
อย่างต่อเน่�อง ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร 
(Met4Agriculture Application) สามารถุแสดงผลการตรวจัวดั
จัากภาคสนามผ่านอุปกรณ์โทรศัพื่ท์เคล่�อนที�ได้ทุก 15 นาที
 และเกษตรกรบ้านควนสูงได้ต่อยอดงานวิจััยด้วยการติดตั�ง
ระบบรดนำ�าอตัโนมตัโิดยใชข้ึ้อ้มลูตรวจัวดัจัากชดุตรวจัอากาศ
อัตโนมัติที�แสดงผลในม่อถุ่อด้วยโปรแกรม Met4Agriculture 
โดยตั�งค่าสำาหรับแจ้ังเต่อนการควบคุมการรดนำ�าด้วยระบบ
รดนำ�าอัตโนมัติโดยไม่จัำาเป็นต้องอยู่ในพื่่�นที�สวนผสมปาล์ม
นำ�ามันและโกโก้ขึ้องตนเอง

ข้อเสนอแนะ
 การเล่อกสถุานที�ติดตั�งเคร่�องม่อชุดตรวจัอากาศ
อตัโนมตัภิาคสนามควรเปน็ที�โลง่ตามหลกัการตดิตั�งเคร่�องมอ่ 
ตรวจัอากาศขึ้องอุตุนิยมวิทยาโลก (WMO-No.8) ทิศทาง 
ตดิตั�งแผงโซึ้ลา่รต์อ้งสามารถุรบัแสงอาทติยไ์ด ้โดยเฉพื่าะชว่ง  
12.00 น. - 13.00 น. ซึ้้�งพื่ลังงานแสงอาทิตย์จัะเพื่ิ�มขึ้้�นและ
สูงสุดในช่วงเวลานี�จัากงานวิจััยขึ้องพื่ันกร มนทอง (2560) 
และพื่่�นที�ติดตั�งต้องมีสัญญาณอินเทอร์เน็ตในการรับ-ส่ง  
ขึ้้อมูล 

กิตติกรรมประกาศึ
 ขึ้อขึ้อบคุณ กองทุนส่งเสริมวิทยาศาสตร์ วิจััย และ
นวัตกรรม ที�สนับสนุนงบประมาณดำาเนินงานโครงการวิจััย
เร่�อง “ชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามและระบบสมาร์ท 
อตุนุยิมวิทยาเพื่่�อการเกษตร” และขึ้อบคุณ ดร.ชมภาร ีชมภูรตัน์ 
อธบิดกีรมอตุนุยิมวทิยา ที�ใหก้ารสนบัสนนุการทำาวิจัยั ขึ้อบคณุ
การยางแหง่ประเทศไทย มหาวทิยาลยัเชยีงใหม ่มหาวทิยาลยั
เทคโนโลยีสุรนารี กรมวิชาการเกษตร เกษตรกรบ้านควนสูง  
กลุ่มวิสาหกิจัชุมชนมะม่วงบ้านแฮด และกลุ่มเกษตรกรบ้าน
ตะโหมด ที�อนุเคราะห์พื่่�นที�ในการติดตั�งชุดตรวจัอากาศ 
อัตโนมัติ
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Figure 10 System overview 

 2.1 การออกแบบโปรแกรมสาํหรบัการตรวจวดั 

บนัทกึ และการรบั-ส่งขอ้มลู  

ออกแบบโปรแกรมทํางานบนลลิี�โก (LILYGO) 

โปรแกรมจะควบคุมการทํางานของอุปกรณ์ต่างๆ เช่น 

ไมโครคอนโทรลเลอร์ เซนเซอร์ อุปกรณ์สื�อสารและ

ไฟฟ้า และ sdcard เป็นต้น ซึ�งโปรแกรมมีชุดคําสั �งให้

เซนเซอร์แต่ละชนิดทําการตรวจวดัและบนัทึกค่าลงใน 

sdcard และส่งค่าข้อมูลจากการตรวจวัดเข้าสู่ระบบ

คลาวด์เซิ ร์ฟเวอร์ (Cloud server) ในทุกๆ 15 นาที 

นอกจากนี�เพื�อให้สะดวกต่อการใช้งานชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัินี� จงึออกแบบให้โปรแกรมสามารถรองรบัการ

ทํางานในกรณีที�ผูใ้ชง้านไม่ม ีsdcard สําหรบัการบนัทกึ

ค่าที�ได้จากการตรวจวดั โดยขอ้มูลตรวจวดัจะถูกส่งเขา้

ระบบคลาวดเ์ซริฟ์เวอรเ์พื�อเกบ็บนัทกึค่าโดยตรงได ้

�.� โปรแกรมบริหารจดัการกระแสขอ้มูลตรวจวดั 

หรอืการรบั-ส่งขอ้มูล ทําหน้าที�ควบคุมการส่งขอ้มูลจาก

สถานีวดัภาคสนามมายงัหน่วยจดัเก็บและบนัทกึขอ้มูล

ตรวจวัด โดยใช้บริการระบบจัดการกระแสขอ้มูลและ

บนัทกึขอ้มลู (Data storage) ในรปูแบบ Cloud  

2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจวดัและ

ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทํางานบนระบบ 

แอนดรอยด์ ต่อยอดให้ทํางานบนระบบ iOS วนิโดว์และ

ลนุิกส ์ ตวัอย่างการแสดงผลของโปรแกรมดงัรปูที� 11  

 
 
 

 

   

Figure 11  Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations 
 Figure 11 Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations

ในทกุๆ 15 นาท ีนอกจัากนี�เพื่่�อใหส้ะดวกตอ่การใชง้านชดุตรวจั
อากาศอัตโนมตันิี� จัง้ออกแบบใหโ้ปรแกรมสามารถุรองรับการ
ทำางานในกรณีที�ผู้ใช้งานไม่มี sdcard สำาหรับการบันท้กค่า 
ที�ได้จัากการตรวจัวัด โดยข้ึ้อมูลตรวจัวัดจัะถุูกส่งเข้ึ้าระบบ 
คลาวด์เซึ้ิร์ฟเวอร์เพื่่�อเก็บบันท้กค่าโดยตรงได้

 2.2 โปรแกรมบริหารจััดการกระแสขึ้้อมูลตรวจัวัด 
หร่อการรับ-สง่ขึ้อ้มลู ทำาหนา้ที�ควบคมุการสง่ขึ้อ้มลูจัากสถุานี

วัดภาคสนามมายังหน่วยจััดเก็บและบันท้กขึ้้อมูลตรวจัวัด  
โดยใช้บริการระบบจััดการกระแสข้ึ้อมูลและบันท้กขึ้้อมูล  
(Data storage) ในรูปแบบ Cloud 

 2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจัวัด
และระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทำางานบนระบบ 
แอนดรอยด ์ตอ่ยอดใหท้ำางานบนระบบ iOS วนิโดวแ์ละลนิกุส์ 
ตัวอย่างการแสดงผลขึ้องโปรแกรมดัง Figure 11 

 โปรแกรม Met4Agriculture จัะมีเมนูหน้าหลักแสดง
ผลขึ้้อมูลการตรวจัวัดจัากเซึ้นเซึ้อร์ต่างๆ ได้แก่ อุณหภูมิ 
ความช่�น ปรมิาณฝุ่น ความเขึ้ม้แสง ความช่�นในดนิและปุม่เมนู
การเพื่ิ�ม-ลบ สถุานี การตั�งค่าโปรแกรม และดูขึ้้อมูลย้อนหลัง 
โปรแกรมจัะแสดงผลการตรวจัวัดจัากภาคสนามผ่านอุปกรณ์
โทรศัพื่ท์เคล่�อนที�ทุก 15 นาที โดยเช่�อมต่อระบบ NETPIE  
นำาขึ้้อมูลสถุานะและขึ้้อมูลตรวจัวัดล่าสุดมาแสดง แสดงค่า
ขึ้้อมูลตรวจัวัดปัจัจัุบันทุกจัุดตรวจัวัดในรูปแบบ Dashboard 
เม่�อกดจัดุตรวจัวดัจัะแสดงข้ึ้อมลูแบบละเอยีดและแสดงสถุานี
และสถุานะสถุาน ีจัดัการและวเิคราะหข์ึ้อ้มลูการตรวจัวดัแบบ
เวลาจัริงหร่อใกล้เคียงเวลาจัริงได้อย่างอัตโนมัติ เช่น สถุานะ

ขึ้้อมูลขึ้องแต่ละสถุานี (ปกติ/ไม่ปกติ) มีปุ่มสำาหรับกดส่งออก
ขึ้้อมูลที�แสดงเป็นไฟล์ csv รวมทั�งโปรแกรมมีรอบการเรียก
ขึ้อ้มลูมาแสดงผล สามารถุแสดงขึ้อ้มลูยอ้นหลงัในรปูแบบกราฟ 
รายชั�วโมง รายวัน รายเดอ่น ระยะเวลาในการจัดัเก็บและเรียก
ดูขึ้้อมูล 180 วัน และมี notification bar เต่อน ถุ้าผู้ใช้งานตั�ง
ค่าเกณฑ์แจั้งเต่อน การใช้งานโปรแกรม Met4Agriculture 
สามารถุใช้งานผา่น Web Browser โดยไม่ตอ้งตดิตั�งโปรแกรม
ได้ทุก Platform ไม่ว่าจัะเป็น คอมพื่ิวเตอร์ Windows, Mac,  
Linux, โทรศัพื่ท์ม่อถุ่อ Android, IOSโดยผู้ใช้งานสแกน  
QR code ใน Figure 12 เพื่่�อดาวน์โหลดโปรแกรม  
Met4Agriculture 
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โปรแกรม Met4Agriculture จะมเีมนูหน้าหลกั

แสดงผลข้อมูลการตรวจวัดจากเซนเซอร์ต่างๆ ได้แก่ 

อุณหภูม ิความชื�น ปรมิาณฝน ความเขม้แสง ความชื�น

ในดนิและปุ่ มเมนูการเพิ�ม-ลบ สถานี การตั �งค่าโปรแกรม 

และดูขอ้มูลย้อนหลงั โปรแกรมจะแสดงผลการตรวจวดั

จากภาคสนามผ่านอุปกรณ์โทรศพัทเ์คลื�อนที�ทุก �� นาท ี 

โดยเชื�อมต่อระบบ NETPIE นําขอ้มูลสถานะและขอ้มูล

ตรวจวดัล่าสุดมาแสดง แสดงค่าข้อมูลตรวจวดัปัจจุบนั

ทุกจุดตรวจวัดในรูปแบบ Dashboard  เมื� อกดจุด

ตรวจวดัจะแสดงขอ้มูลแบบละเอยีดและแสดงสถานีและ

สถานะสถานี  จดัการและวิเคราะห์ข้อมูลการตรวจวดั

แบบเวลาจริงหรือใกล้เคียงเวลาจริงได้อย่างอตัโนมตัิ  

เช่น สถานะขอ้มูลของแต่ละสถานี (ปกติ/ไม่ปกต)ิ มปีุ่ ม

สําหรับกดส่งออกข้อมูลที�แสดงเป็นไฟล์ csv  รวมทั �ง

โปรแกรมมีรอบการเรียกข้อมูลมาแสดงผล สามารถ

แสดงขอ้มูลยอ้นหลงัในรูปแบบกราฟ รายชั �วโมง รายวนั 

รายเดอืน ระยะเวลาในการจดัเกบ็และเรยีกดูขอ้มูล ��� 

วนั และม ีnotification bar เตอืน ถ้าผูใ้ชง้านตั �งค่าเกณฑ์

แจ้ ง เตือน การ ใ ช้ ง านโปรแกรม  Met4Agriculture 

สามารถใช้งานผ่าน Web Browser โดยไม่ต้องติดตั �ง

โปรแกรมได้ทุก Platform ไม่ว่าจะเป็น คอมพิวเตอร์ 

Windows, Mac, Linux, โทรศัพท์มือถือ Android, IOS

โดยผูใ้ชง้านสแกน QR code ในรปูที� 12 เพื�อดาวน์โหลด

โปรแกรม Met4Agriculture  
 

 

Figure 12 Met4Agriculture application QR code 

3.  การติดตั �งชุดตรวจอากาศอตัโนมติัภาคสนาม 

ตดิตั �งชุดตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามในพื�นที�  

�) กรมอุตุนิยมวทิยา บางนา กรุงเทพฯ 

�) แปลงทดลองพชืสวน ภาควชิาพชืศาสตรแ์ละ

ปฐพศีาสตรค์ณะเกษตรศาสตร์ มหาวทิยาลยัเชยีงใหม่ 

จงัหวดัเชยีงใหม่ 

�) แปลงทดลองปลูกพชืหมุนเวยีนระยะสั �น (พชืไร่ 

พชืสวน) สาขาวชิาเทคโนโลยกีารผลติพชื สํานักวชิา

เทคโนโลยกีารเกษตร มหาวทิยาลยัเทคโนโลยสุีรนาร ี 

จงัหวดันครราชสมีา 

�) ศูนยเ์รยีนรูก้ารผลติพชืตามแนวพระราชดาํริ

ทฤษฎใีหม่จนัทบุร ีตั �งอยู่ที�ศูนยว์จิยัและพฒันาการ

เกษตรจนัทบุร ีกรมวชิาการเกษตร จงัหวดัจนัทบุร ี

5) สวนผสมปาลม์นํ�ามนัและโกโกข้องเกษตรกรบ้าน

ควนสูง ตําบลคนัธุล ีอําเภอท่าชนะ จงัหวดัสุราษฎรธ์านี  

6) กลุ่มวิสาหกิจชุมชนมะม่วงบ้านแฮดเพื�อการ

ส่งออก ตํ าบลหนองแซง อําเภอบ้านแฮด จังหวัด

ขอนแก่น 

7) กลุ่มเกษตรกรบ้านตะโหมด ตําบลตะโหมด 

อําเภอตะโหมด จงัหวดัพทัลุง 

8) กองจดัการสวนยาง � การยางแห่งประเทศไทย 

การยางแห่งประเทศไทย ตําบลกรุงหยนั อําเภอทุ่งใหญ่ 

จงัหวดันครศรธีรรมราช 

9) ศูนย์วจิยัยางสุราษฎร์ธานี การยางแห่งประเทศ

ไทย ตําบลขนุทะเล อําเภอเมอืง จงัหวดัสุราษฎร์ธานี 

สรปุผลการทดลองและข้อเสนอแนะ 

สรปุผลการทดลอง 

การพฒันาชุดตรวจอากาศอตัโนมตัภิาคสนามมี

ต้นทุนการผลติตํ�าประกอบดว้ยเซนเซอร์ที�ผ่านการสอบ

เทยีบจาํนวน 5 ชนิด สามารถตรวจวดัอุณหภูม ิความชื�น

สมัพทัธ์ ปรมิาณฝน ความเขม้แสง ความชื�นในดนิ และ

ส่งขอ้มูลไปแสดงผลบนโปรแกรม Met4Agricuture  จาก

การสอบเทยีบเซนเซอร์ชนิดต่างๆ ที�นํามาประกอบชุด

ตรวจอากาศอตัโนมตั ิพบว่า เซนเซอร์ตรวจวดัอุณหภูมิ

และความชื�นสัมพัทธ์ ASAIR-AM2315 มีความคลาด

เคลื�อนประมาณ � องศาเซลเซียส และ �-� %RH

ตามลําดบั  ถงัวดันํ�าฝนแบบถว้ยกระดกวดัปรมิาณนํ�าฝน

ได้ตั �งแต่ 0.2 มลิลเิมตรขึ�นไป มคีวามคลาดเคลื�อน + � 

มิลลิเมตร  เซนเซอร์วดัความชื�นในดินชนิด TDR Soil 

Moisture Sensor มีค่ าความชื� นที�ว ัด ได้กับปริม าณ

ความชื�นในดนิที�คํานวณมแีนวโน้มไปในทศิทางเดยีวกนั

และมคี่าสมัประสทิธิ �สหสมัพนัธ์ระหว่างค่าทั �งสองเขา้ใกล้ 

1  และเซนเซอรว์ดัความเขม้แสงช่วงการวดัแสงโดยรอบ 

0-120000 lux ใช้แฟกเตอร์ปรบัค่าความเข้มแสงที�อ่าน

ได้จากเครื�อง คือ 1.17  และเมื�อติดตั �งชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัภิาคสนามจาํนวน 9 แห่ง ใน 5 ภาคของประเทศ 

พบว่ามีการตรวจวดั รบั-ส่งข้อมูลอย่างต่อเนื�อง ระบบ

สมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื�อการเกษตร (Met4Agriculture 

Figure 12 Met4Agriculture application QR code

 3. การติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนาม

 ติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามในพื่่�นที� 

 1) กรมอุตุนิยมวิทยา บางนา กรุงเทพื่ฯ

 2) แปลงทดลองพื่่ชสวน ภาควิชาพื่่ชศาสตร์และ 
ปฐพีื่ศาสตร์คณะเกษตรศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่  
จัังหวัดเชียงใหม่

 3) แปลงทดลองปลูกพื่่ชหมุนเวียนระยะสั�น (พื่่ชไร่ 
พื่ช่สวน) สาขึ้าวชิาเทคโนโลยกีารผลติพื่ช่ สำานักวชิาเทคโนโลยี
การเกษตร มหาวทิยาลยัเทคโนโลยสีรุนาร ีจังัหวดันครราชสมีา

 4) ศนูยเ์รยีนรูก้ารผลิตพื่ช่ตามแนวพื่ระราชดำารทิฤษฎี
ใหม่จัันทบุรี ตั�งอยู่ที�ศูนย์วิจััยและพื่ัฒนาการเกษตรจัันทบุรี 
กรมวิชาการเกษตร จัังหวัดจัันทบุรี

 5) สวนผสมปาลม์นำ�ามนัและโกโกข้ึ้องเกษตรกรบา้น
ควนสูง ตำาบลคันธุลี อำาเภอท่าชนะ จัังหวัดสุราษฎร์ธานี 

 6) กลุ่มวิสาหกิจัชุมชนมะม่วงบ้านแฮดเพื่่�อการ 
ส่งออก ตำาบลหนองแซึ้ง อำาเภอบ้านแฮด จัังหวัดขึ้อนแก่น

 7) กลุม่เกษตรกรบา้นตะโหมด ตำาบลตะโหมด อำาเภอ
ตะโหมด จัังหวัดพื่ัทลุง

 8) กองจััดการสวนยาง 3 การยางแห่งประเทศไทย 
การยางแห่งประเทศไทย ตำาบลกรงุหยนั อำาเภอทุง่ใหญ่ จังัหวดั
นครศรีธรรมราช

 9) ศนูยว์จิัยัยางสรุาษฎรธ์าน ีการยางแหง่ประเทศไทย 
ตำาบลขึุ้นทะเล อำาเภอเม่อง จัังหวัดสุราษฎร์ธานี

สรปุผลการทดลอง
 การพื่ฒันาชดุตรวจัอากาศอตัโนมตัภิาคสนามมตีน้ทนุ
การผลิตตำ�าประกอบด้วยเซึ้นเซึ้อร์ที�ผา่นการสอบเทียบจัำานวน  
5 ชนิด สามารถุตรวจัวัดอุณหภูมิ ความช่�นสัมพื่ัทธ์ ปริมาณ
ฝุ่น ความเข้ึ้มแสง ความช่�นในดิน และส่งขึ้้อมูลไปแสดงผล
บนโปรแกรม Met4Agricuture จัากการสอบเทียบเซึ้นเซึ้อร์
ชนิดต่างๆ ที�นำามาประกอบชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติ  

พื่บว่า เซึ้นเซึ้อร์ตรวจัวัดอุณหภูมิและความช่�นสัมพื่ัทธ์  
ASAIR-AM2315 มคีวามคลาดเคล่�อนประมาณ 1 องศาเซึ้ลเซึ้ยีส  
และ 1-3 %RHตามลำาดับ ถุังวัดนำ�าฝุ่นแบบถุ้วยกระดกวัด
ปรมิาณนำ�าฝุ่นไดต้ั�งแต ่0.2 มลิลเิมตรขึ้้�นไป มคีวามคลาดเคล่�อน  
+ 3 มิลลิเมตร เซึ้นเซึ้อร์วัดความช่�นในดินชนิด TDR Soil  
Moisture Sensor มคีา่ความช่�นที�วดัไดก้บัปรมิาณความช่�นใน
ดนิที�คำานวณมแีนวโนม้ไปในทศิทางเดยีวกนัและมคีา่สมัประสทิธิ์
สหสัมพื่ันธ์ระหว่างค่าทั�งสองเขึ้้าใกล้ 1 และเซึ้นเซึ้อร์วัดความ
เขึ้้มแสงช่วงการวัดแสงโดยรอบ 0-120000 lux ใช้แฟกเตอร์
ปรับค่าความเข้ึ้มแสงที�อ่านได้จัากเคร่�อง ค่อ 1.17 และเม่�อ 
ติดตั�งชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามจัำานวน 9 แห่ง  
ใน 5 ภาคขึ้องประเทศ พื่บว่ามีการตรวจัวัด รับ-ส่งข้ึ้อมูล
อย่างต่อเน่�อง ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเพื่่�อการเกษตร 
(Met4Agriculture Application) สามารถุแสดงผลการตรวจัวดั
จัากภาคสนามผ่านอุปกรณ์โทรศัพื่ท์เคล่�อนที�ได้ทุก 15 นาที
 และเกษตรกรบ้านควนสูงได้ต่อยอดงานวิจััยด้วยการติดตั�ง
ระบบรดนำ�าอตัโนมตัโิดยใชข้ึ้อ้มลูตรวจัวดัจัากชดุตรวจัอากาศ
อัตโนมัติที�แสดงผลในม่อถุ่อด้วยโปรแกรม Met4Agriculture 
โดยตั�งค่าสำาหรับแจ้ังเต่อนการควบคุมการรดนำ�าด้วยระบบ
รดนำ�าอัตโนมัติโดยไม่จัำาเป็นต้องอยู่ในพื่่�นที�สวนผสมปาล์ม
นำ�ามันและโกโก้ขึ้องตนเอง

ข้อเสนอแนะ
 การเล่อกสถุานที�ติดตั�งเคร่�องม่อชุดตรวจัอากาศ
อตัโนมตัภิาคสนามควรเปน็ที�โลง่ตามหลกัการตดิตั�งเคร่�องมอ่ 
ตรวจัอากาศขึ้องอุตุนิยมวิทยาโลก (WMO-No.8) ทิศทาง 
ตดิตั�งแผงโซึ้ลา่รต์อ้งสามารถุรบัแสงอาทติยไ์ด ้โดยเฉพื่าะชว่ง  
12.00 น. - 13.00 น. ซึ้้�งพื่ลังงานแสงอาทิตย์จัะเพื่ิ�มขึ้้�นและ
สูงสุดในช่วงเวลานี�จัากงานวิจััยขึ้องพื่ันกร มนทอง (2560) 
และพื่่�นที�ติดตั�งต้องมีสัญญาณอินเทอร์เน็ตในการรับ-ส่ง  
ขึ้้อมูล 

กิตติกรรมประกาศึ
 ขึ้อขึ้อบคุณ กองทุนส่งเสริมวิทยาศาสตร์ วิจััย และ
นวัตกรรม ที�สนับสนุนงบประมาณดำาเนินงานโครงการวิจััย
เร่�อง “ชุดตรวจัอากาศอัตโนมัติภาคสนามและระบบสมาร์ท 
อตุนุยิมวิทยาเพื่่�อการเกษตร” และขึ้อบคุณ ดร.ชมภาร ีชมภูรตัน์ 
อธบิดกีรมอตุนุยิมวทิยา ที�ใหก้ารสนบัสนนุการทำาวจิัยั ขึ้อบคณุ
การยางแหง่ประเทศไทย มหาวทิยาลยัเชยีงใหม ่มหาวทิยาลยั
เทคโนโลยีสุรนารี กรมวิชาการเกษตร เกษตรกรบ้านควนสูง  
กลุ่มวิสาหกิจัชุมชนมะม่วงบ้านแฮด และกลุ่มเกษตรกรบ้าน
ตะโหมด ที�อนุเคราะห์พื่่�นที�ในการติดตั�งชุดตรวจัอากาศ 
อัตโนมัติ
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Figure 10 System overview 

 2.1 การออกแบบโปรแกรมสาํหรบัการตรวจวดั 

บนัทกึ และการรบั-ส่งขอ้มลู  

ออกแบบโปรแกรมทํางานบนลลิี�โก (LILYGO) 

โปรแกรมจะควบคุมการทํางานของอุปกรณ์ต่างๆ เช่น 

ไมโครคอนโทรลเลอร์ เซนเซอร์ อุปกรณ์สื�อสารและ

ไฟฟ้า และ sdcard เป็นต้น ซึ�งโปรแกรมมีชุดคําสั �งให้

เซนเซอร์แต่ละชนิดทําการตรวจวดัและบนัทึกค่าลงใน 

sdcard และส่งค่าข้อมูลจากการตรวจวัดเข้าสู่ระบบ

คลาวด์เซิ ร์ฟเวอร์ (Cloud server) ในทุกๆ 15 นาที 

นอกจากนี�เพื�อให้สะดวกต่อการใช้งานชุดตรวจอากาศ

อตัโนมตัินี� จงึออกแบบให้โปรแกรมสามารถรองรบัการ

ทํางานในกรณีที�ผูใ้ชง้านไม่ม ีsdcard สําหรบัการบนัทกึ

ค่าที�ได้จากการตรวจวดั โดยขอ้มูลตรวจวดัจะถูกส่งเขา้

ระบบคลาวดเ์ซริฟ์เวอรเ์พื�อเกบ็บนัทกึค่าโดยตรงได ้

�.� โปรแกรมบริหารจดัการกระแสขอ้มูลตรวจวดั 

หรอืการรบั-ส่งขอ้มูล ทําหน้าที�ควบคุมการส่งขอ้มูลจาก

สถานีวดัภาคสนามมายงัหน่วยจดัเก็บและบนัทกึขอ้มูล

ตรวจวัด โดยใช้บริการระบบจัดการกระแสขอ้มูลและ

บนัทกึขอ้มลู (Data storage) ในรปูแบบ Cloud  

2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจวดัและ

ระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทํางานบนระบบ 

แอนดรอยด์ ต่อยอดให้ทํางานบนระบบ iOS วนิโดว์และ

ลนุิกส ์ ตวัอย่างการแสดงผลของโปรแกรมดงัรปูที� 11  

 
 
 

 

   

Figure 11  Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations 
 Figure 11 Met4Agriculture application display output data from automatic in-field weather stations

ในทกุๆ 15 นาท ีนอกจัากนี�เพื่่�อใหส้ะดวกตอ่การใชง้านชดุตรวจั
อากาศอัตโนมตันิี� จัง้ออกแบบใหโ้ปรแกรมสามารถุรองรับการ
ทำางานในกรณีที�ผู้ใช้งานไม่มี sdcard สำาหรับการบันท้กค่า 
ที�ได้จัากการตรวจัวัด โดยข้ึ้อมูลตรวจัวัดจัะถุูกส่งเข้ึ้าระบบ 
คลาวด์เซึ้ิร์ฟเวอร์เพื่่�อเก็บบันท้กค่าโดยตรงได้

 2.2 โปรแกรมบริหารจััดการกระแสขึ้้อมูลตรวจัวัด 
หร่อการรับ-สง่ขึ้อ้มลู ทำาหนา้ที�ควบคมุการสง่ขึ้อ้มลูจัากสถุานี

วัดภาคสนามมายังหน่วยจััดเก็บและบันท้กขึ้้อมูลตรวจัวัด  
โดยใช้บริการระบบจััดการกระแสข้ึ้อมูลและบันท้กขึ้้อมูล  
(Data storage) ในรูปแบบ Cloud 

 2.3 ออกแบบโปรแกรมแสดงผลการตรวจัวัด
และระบบสมาร์ทอุตุนิยมวิทยาเกษตรให้ทำางานบนระบบ 
แอนดรอยด ์ตอ่ยอดใหท้ำางานบนระบบ iOS วนิโดวแ์ละลนิกุส์ 
ตัวอย่างการแสดงผลขึ้องโปรแกรมดัง Figure 11 

 โปรแกรม Met4Agriculture จัะมีเมนูหน้าหลักแสดง
ผลขึ้้อมูลการตรวจัวัดจัากเซึ้นเซึ้อร์ต่างๆ ได้แก่ อุณหภูมิ 
ความช่�น ปรมิาณฝุ่น ความเขึ้ม้แสง ความช่�นในดนิและปุม่เมนู
การเพื่ิ�ม-ลบ สถุานี การตั�งค่าโปรแกรม และดูขึ้้อมูลย้อนหลัง 
โปรแกรมจัะแสดงผลการตรวจัวัดจัากภาคสนามผ่านอุปกรณ์
โทรศัพื่ท์เคล่�อนที�ทุก 15 นาที โดยเช่�อมต่อระบบ NETPIE  
นำาขึ้้อมูลสถุานะและขึ้้อมูลตรวจัวัดล่าสุดมาแสดง แสดงค่า
ขึ้้อมูลตรวจัวัดปัจัจัุบันทุกจัุดตรวจัวัดในรูปแบบ Dashboard 
เม่�อกดจัดุตรวจัวดัจัะแสดงขึ้อ้มลูแบบละเอยีดและแสดงสถุานี
และสถุานะสถุาน ีจัดัการและวเิคราะหข์ึ้อ้มลูการตรวจัวดัแบบ
เวลาจัริงหร่อใกล้เคียงเวลาจัริงได้อย่างอัตโนมัติ เช่น สถุานะ

ขึ้้อมูลขึ้องแต่ละสถุานี (ปกติ/ไม่ปกติ) มีปุ่มสำาหรับกดส่งออก
ขึ้้อมูลที�แสดงเป็นไฟล์ csv รวมทั�งโปรแกรมมีรอบการเรียก
ขึ้อ้มลูมาแสดงผล สามารถุแสดงขึ้อ้มลูยอ้นหลงัในรปูแบบกราฟ 
รายชั�วโมง รายวัน รายเดอ่น ระยะเวลาในการจัดัเก็บและเรียก
ดูขึ้้อมูล 180 วัน และมี notification bar เต่อน ถุ้าผู้ใช้งานตั�ง
ค่าเกณฑ์แจั้งเต่อน การใช้งานโปรแกรม Met4Agriculture 
สามารถุใช้งานผา่น Web Browser โดยไม่ตอ้งตดิตั�งโปรแกรม
ได้ทุก Platform ไม่ว่าจัะเป็น คอมพื่ิวเตอร์ Windows, Mac,  
Linux, โทรศัพื่ท์ม่อถุ่อ Android, IOSโดยผู้ใช้งานสแกน  
QR code ใน Figure 12 เพื่่�อดาวน์โหลดโปรแกรม  
Met4Agriculture 
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